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1 本稿の目的

本稿は水産系学部の学生を対象とした
ラ プ ラ ス

Laplace変換の収束性を理解する一助となる

ことを目的とした解析学の基礎に関する解説である．水産系学部での学習において

は，Laplace変換が存在するという前提のもとで，微分方程式を解いたり，伝達関数

を求めたりするのが一般的である．しかし，解析対象の特性に応じた新たなる積分変

換を考案し，その理論を構築するためにはその背景となる解析学の基礎を理解せねば

ならない．Laplace変換に関する良書は多い [18-27]．ただ，初心者向けに Laplace変

換の存在条件に関して解析学の基礎から日本語で詳述されたものは少ない [18]．

そこで本稿では，Laplace変換の収束性に関する次の四つの基本的な定理 (第 6節

で証明する)を理解するのに最低限必要な解析学の基礎に絞って解説した．そのため

線形な微分方程式の解法のような応用面には触れていない。応用面に関しては文献

[18-27] 等を参考にして頂きたい．また，本稿の特殊な目的上，あえて採り上げなかっ

た解析学の重要事項に関しては文献 [1-17] を参考にされたい．

【定義 1.1】Laplace変換

実変数 tに対して，実数値関数 f(t)は t = 0で定義されていて，この区間の任意の

有限な区間で積分可能とする．このとき，sを複素数とし，広義積分（無限積分）

Z 1

0

e¡stf(t)dt = lim
¯!1

Z ¯

0

e¡stf(t)dt (1.1)

が収束するとき，

F (s) =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (1.2)

とおく．このとき sの関数 F (s)を f(t)の Laplace変換または Laplace積分といい，

Lff(t)gと表す．

【定理 1.1】

関数 f(t)が t = 0で区分的に連続ならば f(t)の Laplace変換 (Laplace積分)
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F (s) = Lff(t)g =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (1.3)

はRe s > 0なる1複素数 sについて存在する．

【定理 1.2】

関数f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．f(t)のLaplace変換F (s) = Lff(t)g
が s = s0で収束すれば，Re s > Re s0なる任意の sに対して F (s)が存在する．

【定理 1.3】

関数 f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．このとき，f(t)に対し

jf(t)j 5Me®t (t = 0) (1.4)

が成り立つような正の数 ®とM が存在するならば，f(t)の Laplace変換

F (s) = Lff(t)g =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (1.5)

はRe s > ®において収束する．

【定理 1.4】

関数f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．f(t)のLaplace変換F (s) = Lff(t)g
s = s0において絶対収束 (5.9節参照)するならば F (s)はRe s > Re s0 なる sに対し

て絶対収束する．

以上の定理の証明は本稿第 6節において記す．本稿で触れなかった逆ラプラス変換

に関する解説は近いうちに本誌に投稿する予定である．

さて，一般に，与えられた関数K(x; y)に対して，

g(y) =

Z b

a

K(x; y)f(x)dx (1.6)

によって関数 fを gに変換することを，K(x; y)を核 (kernel)とする積分変換といい，

g から f を求めることを逆変換という．(1:4)でK(x; y) = e¡xyとした

g(y) =

Z 1

0

e¡xyf(x)dx

が本稿で扱う Laplace変換である．

1Re sは複素数 sの実部を表す．例えば，Re (3 + 2i) = 3．
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2 実数と連続性

2.1 切断

【定義 2.1】切断

次の二つの条件を満たすようなR(実数全体の集合，以下同様)の部分集合A;Bの

組 (A;B)を実数の切断という．

(ⅰ)A;B 6= ;
(ⅱ)任意の a 2 A; b 2 Bに対して a < bが成り立つ．

2.2 最大数 (最大値)・最小数 (最小値)

【定義 2.2】最大数 (最大値)・最小数 (最小値)

AをRの部分集合とする．実数 aが次の二つの条件を満たすとき，aはAの最大数

(最大値)であるといい，maxAで表す．

(ⅰ) a 2 A
(ⅱ) 任意の x 2 Aに対して x 5 aが成り立つ．

実数aが次の二つの条件を満たすとき，aはAの最小数 (最小値)であるといい，minA

で表す．

(ⅰ0) a 2 A
(ⅱ0) 任意の x 2 Aに対して a 5 xが成り立つ．

2.3 連続性の公理

【公理】連続性の公理

実数の任意の切断 (A;B)に対し，次の二つのうちどちらか一方が必ず成り立つ．

(ⅰ) Aに最大数 (最大値)が存在し，Bに最小数 (最小値)が存在しない．

(ⅱ) Aに最大数 (最大値)が存在しないで，Bに最小数 (最小値)が存在する．

2.4 上界・上限と下界・下限

【定義 2.3】上界・上限と下界・下限

AをRの部分集合とするとき，実数 bが任意の a 2 Aに対して a 5 bを満たすなら

ば，bはAの上界であるという．上界を持つような実数の部分集合は上に有界である

という．Aの上界全体の集合をBとしたとき，Bに最小数があればそれをAの上限

(supremum)といい，supAで表す．

実数 cが任意の a 2 Aに対して c 5 aを満たすならば，cはAの下界であるという．

下界を持つような実数の部分集合は下に有界であるという．Aの下界全体の集合をC

としたとき，Cに最大数があればそれをAの下限 (in¯mum)といい，inf Aで表す．
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【命題 2.１】

空でなく上に有界なRの部分集合には上限が存在し，空でなく下に有界なRの部
分集合には下限が存在する．

（証明）

Cを上に有界な空でないRの部分集合とする．このときBをCの上界全体の集合

とすると，Cは上に有界であるからBも空でない．Bの補集合R nBを2 Aとすると

(A;B)が実数の切断となることを示す．B 6= ;; A\B = ;; A[B = Rは既に成り立っ
ているので，A 6= ;であることを示す．Cは空でないので，C の元 cを一つとって，

z < cなる任意の元 zを考える．定義より zは C の上界でないから，z 2 Aとなる．

よって，A 6= ;となり，切断の条件 (ⅰ)(定義 2.1の (ⅰ))は全て満たされた．次に，

切断の条件 (ⅱ)(定義 2.1の (ⅱ))が満たされること，即ち a 2 A; b 2 B ) a < bとな

ることを背理法で示す．a 2 A; b 2 B ) a = bと仮定すると，bは C の上界なので，

それ以上の aもCの上界となり，a 2 A \ Bなる元 aが存在してしまい，A \B = ;
であることに矛盾する．よって (A;B)が切断となることが示された．連続性の公理

より，「Aに最大数が存在する」か「Bに最小数が存在する」かのどちらか一方だけ

が必ず成り立つ．定義 2.3より，Bに最小数が存在すれば，その最小数がCの上限と

なる．よって，Aに最大数が存在すると仮定し，背理法で示すことにする．Aに最大

数 xが存在すると仮定すると，x 2 AでA \ B = ;だから，x 62 B即ち xはCの上

界でない．故に，ある c 2 Cで x < cなる元 cが存在する．更に，実数の稠密性より，

x < z < cなる zが存在する．例えば zとして x+c
2
がある．このとき zはCに属する

ある cよりも小さいから C の上界でないのでBには属さず，Aに属する．これは x

がAの最大数であることに矛盾する．以上より上に有界な場合は示された．

次に下に有界な場合を考える．Dを下に有界な空でないRの部分集合とする．この
ときAをDの下界全体の集合とすると，Dは下に有界であるからAも空でない．A

の補集合RnAをBとすると (A;B)が実数の切断となることを示す．A 6= ;; A\B =

;; A [ B = Rは既に成り立っているので，B 6= ;であることを示す．Dは空でない
ので，Dの元 dを一つとって，d < zなる任意の元 zを考える．定義より zはDの下

界でないから，z 2 Bとなる．よって，B 6= ;となり，切断の条件 (ⅰ)(定義 2.1の

(ⅰ))は全て満たされた．次に，切断の条件 (ⅱ)(定義 2.1の (ⅱ))が満たされること，

即ち a 2 A; b 2 B ) a < bとなることを背理法で示す．a 2 A; b 2 B ) a = bと仮

定すると，aはDの下界なので，それ以下の bもDの下界となり，b 2 A\Bなる元
bが存在してしまい，A\B = ;であることに矛盾する．よって (A;B)が切断となる

ことが示された．連続性の公理より，「Aに最大数が存在する」か「Bに最小数が存在

する」かのどちらか一方だけが必ず成り立つ．定義 2.3より，Aに最大数が存在すれ

ば，その最大数がDの下限となる．よって，Bに最小数が存在すると仮定し，背理

法で示すことにする．Bに最小数 xが存在すると仮定すると，x 2 BでA\B = ;だ
から，x 62 A即ち xはDの下界でない．故に，ある d 2 Dで d < xなる元 dが存在

する．更に，実数の稠密性より，d < z < xなる zが存在する．例えば zとして d+x
2

がある．このとき zはDに属するある dよりも大きいからDの下界でないのでAに

は属さず，Bに属する．これは xがBの最小数であることに矛盾する．以上より下

2x 2 Aであるが x =2 Bであるような x全体からなる集合をAとBの集合差または差といい,A nB
と書く．例えば f1; 2; 3gn f3,4,5g=f1,2g.
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に有界な場合は示された． (証明終わり)

【定義 2.4】上限と下限の別表現

上限と下限は次のようにも定義できる．

AをRの部分集合とする．次の二つの条件を満たすとき aはAの上限であるという．

(ⅰ) 任意の x 2 Aに対して，x 5 aが成り立つ．

(ⅱ) 任意の正の数 "に対して，x 2 Aかつ a¡ " < xを満たす xが存在する．

同様に，次の二つの条件を満たすとき bはAの下限であるという．

(ⅰ') 任意の x 2 Aに対して，b 5 xが成り立つ．

(ⅱ") 任意の正の数 "に対して，x 2 Aかつ x < b+ "を満たす xが存在する．

【命題 2.2】

(1) aが定義 2.3で定めたRの部分集合Aの上限であるための必要十分条件は定義 2.4

の条件 (ⅰ),(ⅱ)である．

(2) aが定義 2.3で定めたRの部分集合Aの下限であるための必要十分条件は定義 2.4

の条件 (ⅰ'),(ⅱ")である．

（証明）

(1)の証明

必要性：定義より aはAの上界全体の集合の最小数であるから aは当然Aの上界で

あるので (ⅰ)は成り立つ．次に (ⅱ)が成り立つことを背理法で示す．もし，(ⅱ)が

成り立たないと仮定すると，ある正の数 "が存在して，x 2 Aなる任意の xに対して

a¡ " = xとなる．これは aがAの上界全体の集合の最小数であることに矛盾する．

十分性：上限は上界全体の集合の最小数であるから，aが上限であるためには上界で

なければならないので (ⅰ)を満たさなければならない．次に (ⅱ)が成り立つならば，

aがAの上界全体の集合の最小数であること，即ちAの任意の上界 cに対して a 5 c

であることを背理法で示す．もし，a 5 cでないと仮定すると，a > cとなるので，

"1 = a¡ c > 0なる正の数 "1が存在する．(ⅱ)より任意の正の数 "に対して，x 2 A
かつ a¡ " < xを満たす xが存在するので " = "1の場合を考えると

a¡ "1 < x

) a¡ (a¡ c) < x

) c < x

となる．これは cがAの上界であることに矛盾する．

(2)の証明

必要性：定義より bはAの下界全体の集合の最大数であるから bは当然Aの下界であ

るので (ⅰ')は成り立つ．次に (ⅱ')が成り立つことを背理法で示す．もし，(ⅱ')が

成り立たないと仮定すると，ある正の数 "が存在して，x 2 Aなる任意の xに対して

x = b+ "となる．これは bがAの下界全体の集合の最大数であることに矛盾する．

十分性：下限は下界全体の集合の最大数であるから，bが下限であるためには下界で

なければならないので (ⅰ')を満たさなければならない．次に (ⅱ')が成り立つなら

ば，bがAの下界全体の集合の最大数であること，即ち Aの任意の下界 dに対して
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d 5 bであることを背理法で示す．もし，d 5 bでないと仮定すると，d > bとなる

ので，"2 = d¡ b > 0なる正の数 "2が存在する．(ⅱ')より任意の正の数 "に対して，

x 2 Aかつ x < "+ bを満たす xが存在するので " = "2の場合を考えると

x < b+ "2

) x < b+ (d¡ b) < x

) x < d

となる．これは dがAの下界であることに矛盾する． (証明終わり)

2.5 Archimedes(アルキメデス)の原理

【命題 2.3】
ア ル キ メ デ ス

Archimedesの原理

a > 0; b > 0を任意の二つの正の数とするとき，na > bとなるような自然数 nが存

在する．

（証明）

背理法で示す．全ての自然数 nに対して na 5 bと仮定すると，集合A = fnajn 2
Ng(Nは自然数全体の集合)は，bが上界として存在するから，上に有界である．よっ

て，命題 2.1よりAは上限 ®を有する．ところが，Aの定義より，任意の自然数 nに

対して (n + 1) 2 Nだから (n + 1)a 5 ®となる．よって，任意の自然数 nに対して

na 5 ®¡ aとなり ®¡ aもAの上界となる．これはAの上限 ®が上界の最小数であ

ること (定義 2.3)に矛盾する．よって，示された．
(証明終わり)

3 数列の極限

3.1 数列の極限と収束

【定義 3.1】数列の極限と収束

数列 fangにおいて，任意の正の数 "に対して，ある自然数N が定まり，n > Nと

なるすべての nに対して，

jan ¡ ®j < " (3.1)

となるならば，これを

n!1のとき an ! ® または lim
n!1

an = ® (3.2)

という記号で表し，このとき数列 fangは収束するという．また®を数列 fangの極限
値という．数列 fangがいかなる®にも収束しないとき，数列 fangは発散するという．

【定義 3.2】数列の正負無限大への発散
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数列 fangにおいて，任意の実数Gに対して，ある自然数N が定まり，n > N と

なるすべての nに対して，

an > G (3.3)

となるならば，これを

n!1のとき an !1 または lim
n!1

an = 1 (3.4)

という記号で表し，このとき数列 fangは無限大に発散するという．同様に，任意の
実数 Lに対して，ある自然数N が定まり，n > N となるすべての nに対して，

an < L (3.5)

となるならば，これを

n!1のとき an ! ¡1 または lim
n!1

an = ¡1 (3.6)

という記号で表し，このとき数列 fangは負の無限大に発散するという．

【例 3.1】

jrj < 1のとき lim
n!1

rn = 0であることを定義によって示す．任意の正の数 "に対し

て，n > N のとき jrnj < "となるように自然数N を定めればよい．よって jrnj < "

の両辺の自然対数をとると

loge jrnj = loge jrjn = n loge jrj < loge "

となる．jrj < 1より loge jrj < 0であるから

n >
loge "

loge jrj

となるから，N =
h

loge "

loge jrj

i
+ 1 と定めればよい．よって，任意の正の数 "に対して，

N =
h

loge "
loge jrj

i
+ 1 と定めると，n > N なる全ての nに対して

n > N >
loge "

loge jrj
jrj < 1より loge jrj < 0だから

n loge jrj = loge jrjn = loge jrnj < loge "

) jrn ¡ 0j < "

となり示された．

【例 3.2】

r > 1のとき lim
n!1

rn = 1であることを定義によって示す．任意の実数Gに対して，

n > N のとき rn > Gとなるように自然数N を定めればよい．よって jrnj > Gの両

辺の自然対数をとると
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loge jrnj = loge r
n = n loge r > logeG

となる．r > 1より loge r > 0だから，n > loge G
loge r

となるのでN =
h

logeG
loge r

i
+ 1 と定め

ればよい．よって，任意の実数Gに対して自然数N をN =
h

logeG
loge r

i
+ 1 と定めると

n > N なる全ての nに対して

n > N >
logeG

loge r

r > 1より loge r > 0だから

n loge r = loge r
n > logeG

) rn > G

となり示された．

【命題 3.1】

数列 fang; fbngが収束し，任意の自然数 nに対して，an 5 bn ならば lim
n!1

an 5
lim
n!1

bn である．

(証明)

lim
n!1

an = ®; lim
n!1

bn = ¯とおいて，® > ¯を仮定し，背理法で示す．数列 fang; fbng
は収束するから任意の正の数 "に対して，ある自然数N1;N2が存在して

n > N1となる全ての nに対して jan ¡ ®j < "

n > N2となる全ての nに対して jbn ¡ ¯j < "

が成り立つ．"は任意の正の数であり，® > ¯を仮定しているので，" = ®¡¯
2
とおけ

る．この "に対して，自然数NをN = maxfN1; N2gと定めると，n > Nなる全ての

nに対して

¡" = ¡®¡ ¯
2

< an ¡ ®; bn ¡ ¯ <
®¡ ¯

2
= "

) an >
®+ ¯

2
; bn <

®+ ¯

2

となる．これは an 5 bnであることに矛盾するので示された．
(証明終わり)

3.2 はさみうちの原理

【命題 3.2】はさみうちの原理

三つの数列 fang; fbng; fcngについて，任意の自然数 nに対して an 5 bn 5 cnを満

たし，かつ lim
n!1

an = ®; lim
n!1

cn = ® ならば lim
n!1

bn = ®である．

(証明)

仮定より，任意の正の数 "に対して，ある自然数N1;N2が定まり，

n > N1となる全ての nに対して jan ¡ ®j < "
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n > N2となる全ての nに対して jcn ¡ ®j < "

が成り立つ．

n > N1のとき絶対値記号をはずすと®¡ " < an < ®+ "

n > N2のとき絶対値記号をはずすと®¡ " < cn < ®+ "

よって，任意の正の数 "に対して，自然数NをN = maxfN1; N2gと定めると，n > N

となる全ての nに対して

®¡ " < an 5 bn 5 cn < ®+ "

) jbn ¡ ®j < "

となるから定義 3.1より lim
n!1

bn = ®であることが示された．

(証明終わり)

3.3 有界

【定義 3.3】有界

(ⅰ) あるM = 0が存在して，全ての nに対して janj 5 M が成り立つとき，数列

fangは有界であるという．
(ⅱ) 実数Kが存在して，全てての nに対して an 5 Kが成り立つとき，数列 fang
は上に有界であるという. また，実数 Lが存在して，全ての nに対して an = Lが成

り立つとき，数列 fangは下に有界であるという. 数列 fangが有界であることは，上
に有界かつ下に有界であることと同値である．

【命題 3.3.1】

Aを空でない上に有界なRの部分集合とするとき

an 2 A ; lim
n!1

an = supA

を満たす数列 fangが存在する．
(証明)

Aは上に有界だから命題 2.1より上限 supAが存在する．® = supAとおくと，定義

2.4の (ⅱ)より各自然数 nに対して ® ¡ 1
n
< an 5 ®を満たす an 2 Aが存在する．

lim
n!1

® ¡ 1

n
= ®だから，はさみうちの原理 (命題 3.2)より lim

n!1
an = ® = supAとな

る数列 fangが存在する．
(証明終わり)

【命題 3.3.2】

Aを空でない下に有界なRの部分集合とするとき

an 2 A ; lim
n!1

an = inf A
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を満たす数列 fangが存在する．
(証明)

Aは下に有界だから命題 2.1より下限 inf Aが存在する．¯ = inf Aとおくと，定義

2.4の (ⅱ)より各自然数 nに対して ¯ 5 an < ¯ + 1
n
を満たす an 2 Aが存在する．

lim
n!1

¯ +
1

n
= ¯だから，はさみうちの原理 (命題 3.2)より lim

n!1
an = ¯ = inf Aとなる

数列 fangが存在する．
(証明終わり)

【定理 3.1】

収束する数列は有界である．

(証明)

数列 fangの極限値を®とする．定義 3.1の (3.1)式において "は任意だから，" = 1

とすると，n > N のとき常に jan ¡ ®j < 1となるようなN がとれる．ここで，M =

maxfja1j; ¢ ¢ ¢ ; jaN j; j®j+1gとおくと，n = 1; ¢ ¢ ¢ ;Nに対しては，このMの定義から

明らかに janj 5M が成り立つ．

次に，n > N のときは janj = jan ¡ ®+ ®j 5 jan ¡ ®j+ j®j < 1 + j®j 5M

となる．以上より，収束する数列は有界である．
(証明終わり)

3.4 単調増加・単調減少

【定義 3.4】単調増加・単調減少

数列 fangが条件「n < n0ならば an 5 an0」を満たすとき，fangは単調増加である
という．同様に，条件「n < n0ならば an = an0」を満たすとき，fangは単調減少であ
るという．条件「n < n0ならば an < an0」を満たすとき，fangは狭義単調増加である
という．条件「n < n0ならば an > an0」を満たすとき，fangは狭義単調減少であると
いう．

【定理 3.2】

数列 fangが単調増加かつ上に有界ならば，即ち a1 5 a2 5 ¢ ¢ ¢ 5 an 5 ¢ ¢ ¢ 5 K 2 R
ならば数列 fangは収束する．同様に，数列 fangが単調減少かつ下に有界ならば，即
ち a1 = a2 = ¢ ¢ ¢ = an = ¢ ¢ ¢ = L 2 R ならば数列 fangは収束する．
(証明)

数列 fangに現れる数の集合をAとする．

(ⅰ)数列 fangが単調増加かつ上に有界の場合．
数列 fangは上に有界だから，命題 2.1よりAは上限を有する．その上限を®とする．

定義 2.4の (ⅰ)で定めた上限の定義より，任意の自然数 nに対して an 5 ®である．

次に，" > 0を任意にとると，定義 2.4の (ⅱ)で定めた上限の定義より，

®¡ " < aN 5 ®() ¡" < aN ¡ ® 5 0

を満たす，aN が存在する．数列 fangは単調増加だから n > N となる全ての nに対

して
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¡" < aN ¡ ® 5 an ¡ ® 5 0

) jan ¡ ®j < "

となるから (定義 3.1)より示された．

(ⅱ)数列 fangが単調減少かつ下に有界な場合．数列 fangは下に有界だから，命題
2.1よりAは下限を有する．その下限を ¯とする．定義 2.4の (ⅰ)'で定めた下限の定

義より，任意の自然数 nに対して ¯ 5 anである．次に，" > 0を任意にとると，定義

2.4の (ⅱ)'で定めた下限の定義より，

¯ 5 aN < ¯ + "() 0 5 aN ¡ ¯ < "

を満たす，aN が存在する．数列 fangは単調減少だから n > N となる全ての nに対

して

0 5 an ¡ ¯ 5 aN ¡ ¯ < "

) jan ¡ ¯j < "

となるから (定義 3.1)より示された．

(証明終わり)

3.5 部分列

【定義 3.5】部分列

数列 fangの一部の項をもとの順番を保ったまま並べてできる数列を fangの部分列
という．(fang自身も fangの部分列である)．即ち，もとの数列から順番を破壊する

ことなく一部分を抜き取ってできた数列のことである．

【例 3.3】部分列

自然数全体を大きさの順に並べて作った数列をfang = f1; 2; ¢ ¢ ¢ gとする．fangから
奇数番目の項だけ取り出して，大きさの順に並べて作った数列 fbkg = f1; 3; ¢ ¢ ¢ ; 2k¡
1; ¢ ¢ ¢ gは fangの部分列である．

【記号】部分列を表す記号

fap; aq; ar; ¢ ¢ ¢ gが数列 fangの部分列であるとすると，p; q; rは自然数で p < q <

r < ¢ ¢ ¢ を満たしている．いま，p = n(1); q = n(2); r = n(3); ¢ ¢ ¢ とおくと n(k)は自

然数で
k < k0 ) n(k) < n(k0) (3.7)

を満たす．(3.7)を満たす自然数列 fn(k)gを狭義単調増加な自然数列という．狭義単
調増加な自然数列 fn(k)gは n(k) = kを満たす．そして，部分列 fap; aq; ar; ¢ ¢ ¢ gは

fan(1); an(2); an(3); ¢ ¢ ¢ g = fan(k)gk2N (3.8)

と書ける．
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【定理 3.3】

数列 fangが収束列でその極限値が®であれば，fangの任意の部分列は同じ®に収

束する．

(証明)

仮定より，任意の正の数 "に対して，ある自然数N が存在して，k > N なる kに

対して，jak ¡ ®j < "が成り立つ．n(k) = kだから k > N のとき n(k) > N である．

従って，任意の正の数 "に対して，ある自然数N が存在して，n(k) > N のとき常に

jan(k) ¡ ®j < "が成り立つ．故に，fangの任意の部分列 fan(k)gは ®に収束する．
(証明終わり)

3.6 Bolzano-Weierstrass(ボルツァーノ-ワイエルシュトラス)の定

理

【定理 3.4】
ボルツァーノ

Bolzano-
ワイエルシュトラス

Weierstrassの定理

有界な数列 fangは収束する部分列を有する．
(証明)

数列 fangは有界であるから，適当な正の数M をとり，an 2 [¡M;M ]としてよい．

この区間を I1とする．次に，I1を真ん中で二等分する．数列は無限個の項より構成

されているから，二等分した区間のうち少なくとも一方には無限個の項が含まれる．

そこで，無限個の項を含んでいる方の区間を選んで，それを I2とする．以下同様な

操作を繰り返すと，有界な閉区間の無限個の列 fIkgが構成される．
次にもとの数列 fangの部分列を次のように選ぶ．最初に an(1) 2 I1は適当に選ぶ．

次に I2は無限個の項を含んでいるから，an(2) 2 I2であって n(1) < n(2)となるもの

が必ず存在する．何故なら，n(1)以下の自然数は有限個しかない．この操作を繰り

返すことにより，部分列 fan(k)gで an(k) 2 Ikとなるものが構成される．この部分列が
収束することを示せばよい．

そこで，二つの数列 fbkg; fckgをそれぞれ区間 Ikの左端と右端の値として定義す

る．an(k) 2 Ikより bk 5 an(k) 5 ckとなる．またこの区間列 fIkgの定義の仕方より，
次のようになる．

fbkgは単調増加で，bk 5M 即ち上に有界

fckgは単調減少で，¡M 5 ck 即ち下に有界

ck ¡ bk =
2M

2k¡1

従って，定理 3.2より数列 fbkg; fckgは収束する．そこで， lim
k!1

bk = ¯; lim
k!1

ck = ° と

すると

j° ¡ ¯j = j(° ¡ ck) + (ck ¡ bk) + (bk ¡ ¯)j 5 j° ¡ ckj+
2M

2k¡1
+ jbk ¡ ¯j ! 0 (k !1)

となるので ¯ = °である．よって，bk 5 an(k) 5 cnであって，両端の数列が収束し，

極限値が等しいから，はさみうちの原理 (命題 3.2)より部分列 fan(k)gも収束するの
で示された．

(証明終わり)
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Fig.3.1 Bolzano-Weierstrassの定理の説明図

3.7 Cauchy(コーシー)列

【定義 3.7】
コ ー シ ー

Cauchy列

数列 fangがCauchy列であるとは，数列 fangが次の条件を満たすことをいう．
（条件）任意の正の数 "に対して，ある自然数N が存在して，

m;n > N のとき常に jan ¡ amj < " (3.9)

が成り立つ．

【補題 3.1】

数列 fangがCauchy列ならば数列 fangは有界である．
(証明)

定義 3.7の条件において " = 1とすると，m;n > N のとき常に jan ¡ amj < 1とな

るような自然数Nが存在する．ここで，M = maxfja1j; ja2j; ¢ ¢ ¢ ; jaN j; jaN+1j+ 1g と
おくと，n = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; N に対してはM の決め方から明らかに an 5 M が成り立つ．

n > N の場合に対しては

janj = jan ¡ aN+1 + aN+1j 5 jan ¡ aN+1j+ jaN+1j < 1 + jaN+1j 5M

となる．以上より有界であることが示された． (証明終わり)

【補題 3.2】

Cauchy列 fangの部分列が収束すれば，fang自身が収束する．
(証明)

部分列 fan(k)gが ®に収束するとすると，任意の正の数 "に対して，n(k) = k > K

ならば jan(k)¡®j < "が成り立つような自然数Kが存在する．また fangはCauchy列

だから，定義 3.7の条件を満たすような自然数N が存在する．K0 = maxfK;Ng+ 1

とすると n(K0) = K0 > Kかつ n(K0) = K0 > N だから，n > K0のとき

jan ¡ ®j = jan ¡ an(K0) + an(K0) ¡ ®j 5 jan ¡ an(K0)j+ jan(K0) ¡ ®j < "+ " = 2"

となる．"は任意の正の数だから fangは ®に収束する．
(証明終わり)
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【定理 3.5】

数列 fangが収束列であるための必要十分条件は fangが Cauchy列であることで

ある．

(証明)

必要性：数列 fangが極限値 ®を有する収束列ならば，任意の正の数 "に対して，あ

る自然数N が定まり，n > N なる全ての nに対して jan ¡ ®j < "

2
が成り立つ．よっ

てm;n > N のとき

jan ¡ amj = jan ¡ ®+ ®¡ amj 5 jan ¡ ®j+ j®¡ amj <
"

2
+
"

2
= "

となり，fangはCauchy列である．

十分性：fangが Cauchy列であるならば補題 3.1より fangは有界である．従って，
Bolzano-Weierstrassの定理 (定理 3.4)より fangは収束する部分列を有する．よって，
補題 3.2より fangは収束列である．

(証明終わり)

4 一変数関数と連続性

4.1 一変数関数

【定義 4.1】一変数関数

Rの部分集合 I に属する全ての xに対して実数 f(x)が定められているとき，f を

Iで定義された一変数 (実数値)関数という．f(x)を x 2 Iにおける f の値という．I

を関数 fの定義域という．また，xが Iをくまなくとるとき，f(x)のとる値の集合を

値域という．

4.2 有界

【定義 4.2】有界

関数 f(x)がRの部分集合 Iで定義されているものとする．I上で f(x)のとる値の

集合が有界のとき，即ち，ある数M = 0が存在し，全てのx 2 Iに対して jf(x)j 5M

が成り立つとき，f(x)は I 上で有界であるという．I 上で f(x)のとる値の集合が上

に有界のとき，即ち，ある実数Kが存在し，全ての x 2 Iに対して f(x) 5 Kが成り

立つとき，f(x)は I 上で上に有界であるという．また，I 上で f(x)のとる値の集合

が下に有界のとき，即ち，ある実数 Lが存在し，全ての x 2 Iに対して f(x) = Lが

成り立つとき，f(x)は I 上で下に有界であるという．f(x)が上に有界かつ下に有界

であるということは有界であるということである．

4.3 単調関数

【定義 4.3】単調関数
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Rの部分集合 Iで定義された関数 f(x)が条件「x; x0 2 Iかつ x < x0ならば f(x) 5
f(x0)」を満たすとき，f(x)は Iで単調増加であるという．条件「x; x0 2 Iかつ x < x0

ならばf(x) = f(x0)」を満たすとき，f(x)は Iで単調減少であるという．条件「x; x0 2
Iかつ x < x0ならば f(x) < f(x0)」を満たすとき，f(x)は Iで狭義単調増加であると

いう．条件「x; x0 2 Iかつ x < x0ならば f(x) > f(x0)」を満たすとき，f(x)は Iで狭

義単調減少であるという．

4.4 関数の極限

【定義 4.4.1】関数の極限１

0 < jx¡ aj < ±0で定義されている関数 f(x)が x! aのとき，ある数®に収束する

とは，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±(± < ±0)が存在し，

0 < jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ ®j < " (4.1)

が成り立つことをいい，

lim
x!a

f(x) = ® または f(x) ! ®(x! a) (4.2)

と表す．®を x! aのときの f(x)の極限または極限値という．

【例 4.1.1】関数の極限 1

定義により lim
x!1

(2x+ 1) = 3を示す．

(証明)

任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±が存在し，

jx¡ 1j < ± ) j2x+ 1¡ 3j < "

となることを示せばよい．

j2x+ 1¡ 3j = j2x¡ 2j = 2jx¡ 1j < "

が成り立つとすると，jx¡ 1j < "

2
となるから ± =

"

2
と定めればよい．

よって，任意の正の数 "に対して，± =
"

2
と定めると

jx¡ 1j < ± =
"

2
) j2x¡ 2j = j2x+ 1¡ 3j < "

となるから示された． (証明終わり)

【定義 4.4.2】関数の極限 2

x = R0で定義されている関数 f(x)が x ! 1のとき，ある数 ®に収束するとは，

任意の正の数 "に対して，ある正の数R(R > R0)が存在し，

x > R) jf(x)¡ ®j < " (4.3)

が成り立つことをいい，
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lim
x!1

f(x) = ® または f(x) ! ®(x!1) (4.4)

と表す．®を x!1のときの f(x)の極限または極限値という．

【例 4.1.2】関数の極限 2

定義により lim
x!1

1

x
= 0を示す．

(証明)

任意の正の数 "に対して，ある正の数Rが存在し，

x > R)
¯̄
¯1
x

¯̄
¯ < "

となることを示せばよい． ¯̄
¯1
x

¯̄
¯ < "

が成り立つとすると

jxj > 1

"

となる．x > 0と考えてよいからx >
1

"
となる．従ってR =

1

"
と定めればよい．よって

任意の正の数 "に対して，ある正の数RをR =
1

"
と定めると

x > R =
1

"
)
¯̄
¯1
x

¯̄
¯ < "

となるから示された． (証明終わり)

【定義 4.5】片側からの極限

関数の極限において，xの範囲を aの右側 (aより大きい側)または左側 (aより小さ

い側)だけに制限して考えることがある．即ち，右側の場合は f(x)は a < x < a+ ±0
で定義されていればよいとし，(4.1)を

0 < x¡ a < ±0 ) jf(x)¡ ®j < " (4.5)

と変更する．このとき ®を xが右から aに近づくときの極限 (右極限)といい，® =

f(a+ 0) = lim
x!a+0

f(x)などと表す．左側の場合は f(x)は a ¡ ±0 < x < aで定義され

ていればよいとし，(4.1)を

0 < a¡ x < ±0 ) jf(x)¡ ¯j < " (4.6)

と変更する．このとき ¯を xが左から aに近づくときの極限 (左極限)といい，¯ =

f(a¡ 0) = lim
x!a¡0

f(x)などと表す．
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4.5 Cauchyの収束条件

【定理 4.1】Cauchyの収束条件

次の (ⅰ)と (ⅱ)は同値である．

(ⅰ)x!1のとき f(x)は収束する．

(ⅱ)任意の正の数 "に対して，ある正の数Rが存在し，x > R; x0 > Rを満たすx; x0

に対して jf(x)¡ f(x0)j < "が成り立つ．

(証明)

(ⅰ))(ⅱ)の証明

x!1のとき，f(x)は収束するから，その極限を ®とすると，任意の正の数 " に対

して，ある正の数Rが存在し，x > Rを満たす任意 xについて，jf(x) ¡ ®j < "

2
が

成り立つ．従って，x > R; x0 > Rのとき

jf(x)¡ ®j+ jf(x0)¡ ®j < "

2
+
"

2
= " (4.7)

が成り立つから

jf(x)¡ f(x0)j = jff(x)¡ ®g+ f®¡ f(x0)gj 5 jf(x)¡ ®j+ jf(x0)¡ ®j < " (4.8)

が成り立つ．故に，x > R; x0 > Rを満たすとき jf(x)¡ f(x0)j < "となるから示さ

れた．

(ⅱ))(ⅰ)の証明

fxngを単調増加で xn !1(n!1)となる任意の数列とする．任意の正の数 "に対

して (ⅱ)のようにRをとると，m > N; n > Nのとき xm > R; xn > Rとなる自然

数N が存在する．このとき

jf(xn)¡ f(xm)j < "; m > N; n > N (4.9)

となる．これは f(xn)がCauchy列であることを意味するから f(xn)は収束列である

(定義 3.7及び定理 3.5)．よって f(xn)の極限を ®とする．即ち，f(xn) ! ®(n!1)

とする．(4.9)においてmだけm!1とすると
jf(xn)¡ ®j < "; n > N (4.10)

となる．更に n1 > N を満たす n1を一つ固定して

jf(x)¡ ®j = jff(x)¡ f(xn1)g+ ff(xn1)¡ ®gj 5 jf(x)¡ f(xn1)j+ jf(xn1)¡ ®j
(4.11)

を考える．このときn1 > Nとしたからxn1 > Rである．よって (ⅱ)の条件より (4.11)

の最右辺の第一項目は "より小さくなる．即ち，

jf(x)¡ f(xn1)j < "; n1 > N; xn1 > R; x > R (4.12)

となる．次に (4.10)より (4.11)の最右辺の第二項目も "より小さくなる．即ち，

jf(xn1)¡ ®j < " (4.13)

となる．よって (4.11), (4.12)及び (4.13)より
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jf(x)¡ ®j 5 jf(x)¡ f(xn1)j+ jf(xn1)¡ ®j < "+ " = 2" (4.14)

となる．"は任意の正の数だから x!1のとき f(x)が収束する．よって示された．

(証明終わり)

【命題 4.1.1】

0 < jx¡ aj < ±0で定義されている関数 f(x)が x! aのとき収束するならば極限は

一意的である．

(証明)

f(x)が x ! aのとき ®と ¯に収束し，® 6= ¯と仮定して背理法で示す．® > ¯と

しても一般性は失わない．

仮定より，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±1,±2が存在し

jx¡ aj < ±1 ) jf(x)¡ ®j < "; jx¡ aj < ±2 ) jf(x)¡ ¯j < "

が成り立つ．このとき ± = minf±1; ±2gとすると
jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ ®j+ jf(x)¡ ¯j < 2"

となるが，" > 0は任意だから " = ®¡¯
2
> 0とすると

j®¡ ¯j = j®¡ f(x) + f(x)¡ ¯j 5 jf(x)¡ ®j+ jf(x)¡ ¯j < 2" = ®¡ ¯

となり矛盾する．よって示された. (証明終わり)

【命題 4.1.2】

x = R0で定義されている関数 f(x)が x!1のとき収束するならば極限は一意的
である．

(証明)

f(x)が x!1のとき ®と ¯に収束し，® 6= ¯と仮定して背理法で示す．® > ¯と

しても一般性は失わない．

仮定より，任意の正の数 "に対して，ある正の数R1,R2が存在し

x > R1 ) jf(x)¡ ®j < "; x > R2 ) jf(x)¡ ¯j < "

が成り立つ．このときR = maxfR1; R2gとすると
x > R) jf(x)¡ ®j+ jf(x)¡ ¯j < 2"

となるが，" > 0は任意だから " = ®¡¯
2
> 0とすると

j®¡ ¯j = j®¡ f(x) + f(x)¡ ¯j 5 jf(x)¡ ®j+ jf(x)¡ ¯j < 2" = ®¡ ¯

となり矛盾する．よって示された. (証明終わり)
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4.6 関数の極限と数列の極限

【命題 4.2.1】関数の極限と数列の極限 1

関数 f(x)は 0 < jx ¡ aj < ±0で定義されているとする．このとき次の (ⅰ)と (ⅱ)

は同値である．

(ⅰ)lim
x!a

f(x) = ®

(ⅱ)0 < jan ¡ aj < ±0 かつ lim
n!1

an = aであるような任意の数列 fangに対して
lim
n!1

f(an) = ®である．

(証明)

(ⅰ))(ⅱ)の証明

(ⅰ)より任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±(± < ±0)が存在し

0 < jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ ®j < "

となる．更に， lim
n!1

an = ®だから，上の正の数 ±に対して，ある自然数Nが定まり，

n > N なる全ての nに対して，jan ¡ aj < ±となる．これらをつなげば，n > N なる

全ての nに対して，jan ¡ aj < ±で jf(an)¡ ®j < " となり lim
n!1

f(an) = ®であること

が示された．

(ⅱ))(ⅰ)の証明

対偶をとって示す．即ち (ⅰ)でなければ (ⅱ)でないことを示す．(ⅰ)が成り立た

ないということは，ある正の数 "0が存在し，正の数 ±をどのようにとっても

0 < jx± ¡ aj < ± かつ jf(x±)¡ ®j = "0

を満たす x±が存在するということである．よって，± =
1

n
として，±に対応して定ま

る x±を anとして書き直すと

0 < jan ¡ aj <
1

n
かつ jf(an)¡ ®j = "0

となり，このような fangが存在すると，(ⅱ)が成り立たないので示された．

(証明終わり)

【命題 4.2.2】関数の極限と数列の極限 2

関数 f(x)は x = R0で定義されているとする．このとき次の (ⅰ)と (ⅱ)は同値で

ある．

(ⅰ) lim
x!1

f(x) = ®

(ⅱ)an = R0かつ lim
n!1

an = 1であるような任意の数列 fangに対して lim
n!1

f(an) = ®

である．

(証明)

(ⅰ))(ⅱ)の証明

(ⅰ)より任意の正の数 "に対して，ある正の数R(R > R0)が存在し

x > R) jf(x)¡ ®j < "
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となる．更に， lim
n!1

an = 1だから，上の正の数Rに対して，ある自然数N が定ま

り，n > N なる全ての nに対して，an > Rとなる．これらをつなげば，n > N なる

全ての nに対して，jf(an)¡ ®j < " となり lim
n!1

f(an) = ®であることが示された．

(ⅱ))(ⅰ)の証明

対偶をとって示す．即ち (ⅰ)でなければ (ⅱ)でないことを示す．(ⅰ)が成り立た

ないということは，ある正の数 "0が存在し，正の数Rをどのようにとっても

xR > R かつ jf(xR)¡ ®j = "0

を満たす xRが存在するということである．よって，R = nとして，R(= n)に対応

して定まる xRを anとして書き直すと

an > R かつ jf(an)¡ ®j = "0

となり．Rは任意だから，このような fangが存在すると，(ⅱ)が成り立たないので

示された．

(証明終わり)

【命題 4.3】

x = R0で定義されている関数 f(x)が x ! 1のときある数 ®に収束するならば，

x = R0で f(x)は有界である．

(証明)

定義 4.4.2より，任意の正の数 "に対して，あるR(R > R0)が存在し

x > R) jf(x)¡ ®j < "

が成り立つ．"は任意の正の数だから " = 1としてもよい．よって

x > R) jf(x)¡ ®j < 1

となるようなRが存在する．ここで

M1 = sup
R05x5R

jf(x)j; M2 = maxfM1; j®j+ 1g

とおく．M1とM2の決め方から明らかにR0 5 x 5 Rでは jf(x)j 5 M2が成り立つ．

x > Rのときは

jf(x)j = jf(x)¡ ®+ ®j 5 jf(x)¡ ®j+ j®j < 1 + j®j 5M2

が成り立つ．以上よりx = R0で f(x)は有界である． (証明終わり)

【命題 4.4.1】

x = R0で定義された関数 f(x)が単調増加かつ上に有界ならば， lim
x!1

f(x)は収束

する．

(証明)

x = R0で f(x)のとる値の集合をAとする．f(x)は上に有界だから命題 2.1よりA

は上限 ®を有する．定義 2.4の (ⅰ)で定めた上限の定義より，x = R0なる任意の x

に対して f(x) 5 ®である．次に，定義 2.4の (ⅱ)で定めた上限の定義より，任意の

正の数 "に対して

®¡ " < f(R) 5 ®
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) ¡" < f(R)¡ ® 5 0

を満たす f(R)(R > R0)が存在する．f(x)は単調増加だから x > Rなる全ての xに

対して

¡" < f(R)¡ ® 5 f(x)¡ ® 5 0

) jf(x)¡ ®j < "

となるから収束の定義より示された． (証明終わり)

【命題 4.4.2】

x = R0で定義された関数 f(x)が単調減少かつ下に有界ならば， lim
x!1

f(x)は収束

する．

(証明)

x = R0で f(x)のとる値の集合をAとする．f(x)は上に有界だから命題 2.1よりA

は下限 ¯を有する．定義 2.4の (ⅰ')で定めた下限の定義より，x = R0なる任意の x

に対して f(x) = ¯である．次に，定義 2.4の (ⅱ')で定めた下限の定義より，任意の

正の数 "に対して

¯ 5 f(R) < ¯ + "

) 0 5 f(R)¡ ¯ < "

を満たす f(R)(R > R0)が存在する．f(x)は単調増加だから x > Rなる全ての xに

対して

0 5 f(x)¡ ¯ 5 f(R)¡ ¯ < "

) jf(x)¡ ¯j < "

となるから示された． (証明終わり)

【例 4.2】

lim
x!1

e¡¸x = 0 (¸ > 0)を示す．

(証明)

f(x) = e¡¸x = 0 (¸ > 0)とおくと，全ての x 2 Rに対して f(x) > 0だから下に有

界で f(x)のとる値の集合をAとすると inf A = 0である．また，± > 0に対して

f(x+ ±) = e¡¸(x+±) = e¡¸xe¡±¸ = e¡±¸f(x)

となる．ここで 0 < e¡±¸ < 1だから

f(x+ ±) = e¡±¸f(x) < f(x)

となる．以上より f(x)は狭義単調減少で下に有界だから，命題 4.4.2より inf A = 0

に収束する． (証明終わり)
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4.7 連続性

【定義 4.6】1点での連続性

関数 f(x)は aを含む区間 I上で定義されているとする．そのとき f(x)が aで連続

であるとは，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±が存在して，x 2 I なる全ての
xについて

jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ f(a)j < " (4.15)

が成り立つことである．即ち，lim
x!a

f(x)が存在して

lim
x!a

f(x) = f(a) (4.16)

が成り立つことである．(はじめから f(x)は x = aで定義されている．)

【定義 4.7】1点での右連続性と左連続性

関数 f(x)は区間 [a; d)上で定義されているとする．そのとき，f(x)が x = aで右

連続であるとは，右極限 f(a+ 0) = lim
x!a+0

f(x)が存在して

f(a+ 0) = lim
x!a+0

f(x) = f(a) (4.17)

が成り立つことをいう．同様に f(x)が (c; a]上で定義されているとき，f(x)が x = a

で左連続であるとは，

左極限 f(a¡ 0) = lim
x!a¡0

f(x)が存在して

f(a¡ 0) = lim
x!a¡0

f(x) = f(a) (4.18)

が成り立つことをいう．

【定義 4.8】区間での連続性

関数 f(x)は区間 I上で定義されているとする．そのとき，f(x)は区間 Iで連続 (ま

たは I上で連続)であるとは，f(x)が Iの全ての点 aにおいて連続であることをいう．

このとき，f(x)を区間 I上の連続関数ともいう．但し，aが Iの左端であるときには

f(x)は x = aで右連続，aが I の右端であるときには f(x)は x = aで左連続である

とする．

【補題 4.1】

関数 f(x)はaを含む区間 I上で定義されているとする．f(x)がaで連続ならば f(x)

は aの近傍で有界である．

(証明)

仮定より，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±が存在して

jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ f(a)j < "

が成り立つ．"は任意の正の数だから " = 1とすると

jx¡ aj < ± ) jf(x)¡ f(a)j < 1
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となるが jf(x)j ¡ jf(a)j 5 jf(x)¡ f(a)j < 1だから

jx¡ aj < ± ) jf(x)j < jf(a)j+ 1

となり示された． (証明終わり)

【命題 4.5】

関数 f(x); g(x)は aを含む区間 I 上で定義されているとする．f(x); g(x)が aで連

続ならば f(x)g(x)も aで連続である．

(証明)

仮定と補題 4.1より，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±1; ±2;M1;M2 が存在

して
jx¡ aj < ±1 ) jf(x)¡ f(a)j < "; jf(x)j < M1

jx¡ aj < ±2 ) jg(x)¡ g(a)j < "; jg(x)j < M2

が成り立つ．± = minf±1; ±2g;M = maxfM1;M2gとすると，jx¡ aj < ±ならば

jf(x)g(x)¡ f(a)g(a)j = jf(x)fg(x)¡ g(a)g+ g(a)ff(x)¡ f(a)gj
< j"f(x) + "g(a)j
5 "jf(x)j+ "jg(a)j
< "M + "jg(a)j = "(M + jg(a)j)

となり，"は任意の正の数であるから示された． (証明終わり)

4.8 Weierstrass(ワイエルシュトラス)の最大値最小値存在定理

【定理 4.2】Weierstrassの最大値最小値存在定理

有界閉区間 I = [a; b]で連続な関数 f(x)は [a; b]上で有界で最大値と最小値をとる．

(証明)

まず最初に，f(x)が I = [a; b]上で有界あることを背理法で示す．f(x)が有界で

ないと仮定すると，任意の自然数 nに，xn 2 I で jf(xn)j = nを満たす数列 fxng
が存在する．xn 2 I だから fxngは有界である．従って，Bolzano-Weierstrassの定

理 (定理 3.4)より，数列 fxngは収束する部分列 fxn(k)gを有する．部分列だから当然
jf(xn(k))j = n(k)が成り立つ．ここで n(k) = kだから n(k) ! 1(k ! 1)である．

fxn(k)gは収束するから lim
k!1

xn(k) = cとおくと，命題 3.1より a 5 xn(k) 5 bだから

a 5 c 5 bとなる．即ち c 2 I = [a; b]となる．f(x)が I = [a; b]で連続あることと命

題 4.2.1より lim
k!1

f(xn(k)) = f(c)となる. よって ff(xn(k))gは収束するから定理 3.1

より有界となる．これは jf(xn(k))j = n(k); n(k) ! 1(k ! 1)であると仮定したこ

と，即ち，有界でないと仮定したことに矛盾する．以上より f(x)は I = [a; b]で有界

であることが示された．

次に f(x)が I = [a; b]で最大値をとることを示す．f(x)が I = [a; b]で有界である

ことが示されたので，集合 A = ff(x)jx 2 [a; b]gとすると，Aは空でなく有界であ

49

Laplace変換のための解析学の基礎



る．よって命題 2.1より上限 supAと下限 inf Aが存在する．supA = ®とおくと命

題 3.3.1より，an 2 A; lim
n!1

an = supA = ® を満たす数列 fangが存在する．集合A

の定義の仕方より，各自然数 nに対して，区間 I = [a; b]内の点 ynで，f(yn) = anを

満たすものが存在する．fyngnは有界だからBolzano-Weierstrassの定理 (定理 3.4)よ

り，収束する部分列 fyn(k)gkを有する．ここで n(k) = kだから n(k) ! 1(k ! 1)

である．また，部分列だから当然 f(yn(k)) = an(k)が成り立つ．f(yn(k))は収束するか

ら lim
k!1

yn(k) = pとおくと，命題 3.1より，a 5 yn(k) 5 bだから a 5 p 5 bとなる．

f(x)は I = [a; b]で連続だから

f(p) = lim
k!1

f(yn(k)) = lim
k!1

an(k) = ® = supA

となる．なぜならば，定理 3.3より fangnが ®に収束するならば部分列 fan(k)gkも ®

に収束する．®はAの上限だから x 2 Iなる全ての xに対して f(x) 5 ® = f(p)とな

るので x = pで最大値をとることが示された．

最後に f(x)が I = [a; b]で最小値をとることを示す．inf A = ¯とおくと命題 3.3.2

より，bn 2 A; lim
n!1

bn = inf A = ¯ を満たす数列 fbngが存在する．集合Aの定義の仕

方より，各自然数nに対して，区間 I = [a; b]内の点 znで，f(zn) = bnを満たすものが

存在する．fzngnは有界だからBolzano-Weierstrassの定理 (定理 3.4)より，収束する

部分列 fzn(k)gkを有する．ここで n(k) = kだから n(k) !1(k !1)である．また，

部分列だから当然 f(zn(k)) = bn(k)が成り立つ．f(zn(k))は収束するから lim
k!1

zn(k) = q

とおくと，命題 3.1より，a 5 zn(k) 5 bだから a 5 q 5 bとなる．f(x)は I = [a; b]で

連続だから

f(q) = lim
k!1

f(zn(k)) = lim
k!1

bn(k) = ¯ = inf A

となる．なぜならば，定理 3.3より fbngnが ¯に収束するならば部分列 fbn(k)gkも ¯

に収束する．¯はAの下限だから x 2 Iなる全ての xに対して f(x) = ¯ = f(q)とな

るので x = qで最大値をとることが示された． (証明終わり)

4.9 一様連続

【定義 4.9】一様連続

f(x)の定義域は区間 I を含むとする．任意の正の数 "に対して，x; x0に依存しな

い正の数 ±が存在して

x; x0 2 I; jx¡ x0j < ± ) jf(x)¡ f(x0)j < " (4.19)

が成り立つとき，f(x)は Iで一様連続であるという．

【定理 4.3】

有界閉区間 I = [a; b]で連続な関数は Iで一様連続である．

(証明)

背理法を用いる．f(x)が有界閉区間 Iで連続であるが，一様連続でないと仮定する

と，ある正の数 "0が存在して，任意の正の数 ±に対して，x±; x
0
± 2 Iで jx± ¡ x0±j < ±
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かつ jf(x±)¡ f(x0±)j = "0 を満たす x±; x
0
±が存在する．各自然数 nに対して，± = 1

n
と

し，この ±に対応する x±; x
0
± をそれぞれ xn; x

0
n 2 Iとすると3

jxn ¡ x0nj <
1

n
かつ jf(xn)¡ f(x0n)j = "0 (4.20)

となる．xn; x
0
n 2 I = [a; b] だから fxngn; fx0ngn は有界である．よって Bolzano-

Weirstrassの定理 (定理 3.4)より収束する部分列を有する．それらを fxn(k)gk; fx0n(k)gk
として， lim

k!1
xn(k) = ®; lim

k!1
x0n(k) = ¯ とする．fxn(k)gk; fx0n(k)gkは部分列だから当然

(4.20)を満たす．よって

jxn(k) ¡ x0n(k)j <
1

n(k)
かつ jf(xn(k))¡ f(x0n(k))j = "0 (4.21)

が成り立つ．(4.21)の第一式に対して，n(k) = kだから jxn(k) ¡ x0n(k)j ! 0(k ! 1)

となるので ® = ¯となる．命題 3.1より，a 5 xn(k) 5 bだから a 5 ® 5 bとなる．

f(x)は I = [a; b]で連続だから，f(xn(k))と f(x0n(k))は k ! 1のとき，ともに f(®)

に収束する．これは (4.21)の第二式に矛盾する．よって示された． (証明終わり)

【例 4.3.1】

f(x) = x2は I = [¡R;R](R > 0)で一様連続である．

(証明)

x; x0 2 Iのとき
jf(x)¡ f(x0)j = jx2 ¡ (x0)2j = jx+ x0jjx¡ x0j 5 2Rjx¡ x0j

となるから，任意の正の数 "に対して x; x0に依存しない正の数 ±を ± =
"

2R
と定め

ると jx¡ x0j < ± =
"

2R
のとき常に

jf(x)¡ f(x0)j 5 2Rjx¡ x0j < 2R ¢ "
2R

= "

となるから示された． (証明終わり)

【例 4.3.2】

f(x) = x2は I = Rで一様連続でない．
(証明)

背理法で示す．任意の正の数 "に対して，xn; x
0
n 2 Iに依存しない正の数 ± が存在し

xn; x
0
n 2 I; jxn ¡ x0nj < ± ) jf(xn)¡ f(x0n)j < "

が成り立っていると仮定する．

xn = n; x0n = n+ ±
2
(nは自然数)とすると4jxn ¡ x0nj = ±

2
< ± である．このとき

jf(xn)¡ f(x0n)j =
¯̄
¯̄
¯n

2 ¡
µ
n+

±

2

¶2
¯̄
¯̄
¯ = n± +

±2

4

となる．ところが，" > 0; ± > 0だからArchimedesの原理 (命題 2.3)より n± > "とな

る自然数 nが存在する．これは jf(xn)¡ f(x0n)j < "であることに矛盾する．よって示

された． (証明終わり)

3±は xn; x
0
nに依存していない

4±は xn; x
0
nに依存していない
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【例 4.3.3】

f(x) =
1

x
は I = (a;1)(a > 0)で一様連続である．

(証明)

x; x0 2 Iのとき
jf(x)¡ f(x0)j =

¯̄
¯1
x
¡ 1

x0

¯̄
¯ =

¯̄
¯x

0 ¡ x

xx0

¯̄
¯ < jx¡ x0j

a2

となるから，任意の正の数 "に対して，x; x0に依存しないある正の数 ± を ± = a2"と

定めると

jf(x)¡ f(x0)j =< jx¡ x0j
a2

<
1

a2
¢ a2" = "

となるから示された． (証明終わり)

【例 4.3.4】

f(x) =
1

x
は I = (0;1)で一様連続でない．

(証明)

背理法で示す．任意の正の数 "に対して，xn; x
0
n 2 Iに依存しない正の数 ±が存在して

xn; x
0
n 2 I; jxn ¡ x0nj < ± ) jf(xn)¡ f(x0n)j < "

が成り立つと仮定する．xn = 1
n
; x0n = 1

n
+ ±

2
(nは自然数)とすると5，jxn¡x0nj = ±

2
< ±

である．このとき

jf(xn)¡ f(x0n)j =
¯̄
¯n¡ 1

1
n

+ ±
2

¯̄
¯ =

¯̄
¯ n2±

2 + n±

¯̄
¯ =

¯̄
¯ n±

2
n

+ ±

¯̄
¯

となる．ところが " > 0; ± > 0だから，Archimedesの原理 (命題 2.3)より

n± > "(2 + ±) > "

µ
2

n
+ ±

¶

となる自然数nが存在するから jf(xn)¡f(x0n)j < " であることに矛盾する．よって示

された． (証明終わり)

4.10 区分的に連続

【定義 4.10】区分的に連続

関数 f(x)は区間 Iで定義されているとする．関数 f(x)が区間 Iで区分的に連続で

あるとは，この区間内の有限個の不連続点 di(i = 1; ¢ ¢ ¢ ; n)を除いて連続で，不連続

点 diでは右極限 f(di + 0) = lim
x!di+0

f(x)と左極限 f(di¡ 0) = lim
x!di¡0

f(x) が存在する

ことをいう．但し，右極限 f(di + 0)と左極限 f(di ¡ 0)は異なる値でもよい．この定

義より，有界閉区間上で区分的に連続な関数は有界である．

5±は xn; x
0
nに依存していない
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5 積分

Fig.5.1 Darboux和とRiemann和

5.1 分割

【定義 5.1】分割

有界閉区間 [a; b]の分割とは，有限点列 P = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang で a = a0 < a1 <

¢ ¢ ¢ < an¡1 < an = bとなるもののことである．各 aiを分割 P の分点という．Ii =

[ai¡1; ai](1 5 i 5 n)を部分閉区間と呼ぶことにし，それらの幅の最大値 max
15i5n

(ai ¡
ai¡1) = max

15i5n
jIij を分割 P の幅といい d(P )で表すことにする．ここで jIijは部分閉

区間 Iiの長さを表すものとした．

区間 I は部分閉区間 Iiの重なり合わない集まりで表される．この表現を使って同

じ分割 P を P = fIigni=1で表すこともある．区間 I = [a; b]の長さを jIjで表すとする

と，区間 Iの分割 P = fIigni=1に対して jIj =
nX

i=1

jIijが成り立つ．

5.2 上Darboux(ダルブー)和 (上限和)と下Darboux和 (下限和)

【定義 5.2】上Darboux和 (上限和)と下Darboux和 (下限和)

閉区間I = [a; b]上の有界な関数f(x)を考える．Iの分割P = fIigni=1 = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang
に対して

mi(f ;P ) = inf
ai¡15x5ai

f(x); Mi(f ;P ) = sup
ai¡15x5ai

f(x) (5.1)

とおく．ここで inf
ai¡15x5ai

f(x) は実数の有界集合 ff(x)jai¡1 5 x 5 aig の下限を表し，
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sup
ai¡15x5ai

f(x)はその上限を表す．次に，

s(f ;P ) =
nX

i=1

mi(f ;P )jIij; S(f ;P ) =
nX

i=1

Mi(f ;P )jIij (5.2)

とおく (jIij = ai¡ai¡1)．s(f ;P )とS(f ;P )をそれぞれP に関する f(x)の下Darboux

和 (下限和) と上Darboux和 (上限和)という．(Fig5.1参照)

【補題 5.1】

有界閉区間 I = [a; b]で有界な関数 f(x)に対して P を Iの分割とするとき

s(f ;P ) 5 S(f ;P ) (5.3)

である．

(証明)

P = fIigni=1とすると，定義より各 iに対して

mi(f ;P ) = inf
x2Ii

f(x) 5 sup
x2Ii

f(x) = Mi(f ;P )

よって
mi(f ;P )jIij 5Mi(f ;P )jIij

が成り立つ．これを iについて加えると
nX

i=1

mi(f ;P )jIij = s(f ;P ) 5 S(f ;P ) =
nX

i=1

Mi(f ;P )jIij

となり示された． (証明終わり)

5.3 細分

【定義 5.3】

有界閉区間 I = [a; b]で有界な関数 f(x)に対して P = fIigni=1; Q = fJjgmj=1を Iの

分割とするとき，QがP の細分であるとは 1 5 j 5 mなる任意の jに対して，Jj ½ Ii
なる i(1 5 i 5 n)が存在することである．分点でいえばQの分点が P の分点を含む

ことである (Fig.5.2参照)．

Fig.5.2 細分の説明図
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【補題 5.2】 Qが P の細分ならば，

s(f ;P ) 5 s(f ;Q); S(f ;P ) = S(f ;Q) (5.4)

(証明)

Q = fJjgmj=1 は P = fIigni=1 の細分だから P の部分閉区間 Iiは Qの部分閉区間 Jj
の合併として表される．P の部分閉区間 Iiに含まれるQの部分閉区間の総数を ri個

とすると，Ii =

ri[

k=1

Ji;k と表せる．ここで，Qの部分閉区間で Iiに含まれるものを

Ji;k(1 5 k 5 ri)とした．このとき jIij =

riX

k=1

jJi;kjである．区間が広くなるとその区

間での f(x)の下限 inf f(x)は増加することはなく，そのままか減少するかのどちら

かである．よって Ji;k ½ Iiであるから

mi(f ; Ii) = inf
x2Ii

f(x) 5 inf
x2Ji;k

f(x) = mi(f ; Ji;k)

また jIij =
riX

k=1

jJi;kjだから

mi(f ; Ii)jIij = mi(f ; Ii)

riX

k=1

jJi;kj =
riX

k=1

mi(f ; Ii)jJi;kj 5
riX

k=1

mi(f ; Ji;k)jJi;kj

これを iについて加えると
nX

i=1

mi(f ; Ii)jIij 5
nX

i=1

riX

k=1

mi(f ; Ji;k)jJi;kj

ここで
nX

i=1

mi(f ; Ii)jIij = s(f ;P )

nX

i=1

riX

k=1

mi(f ;Ji;k)jJi;kj =
mX

j=1

mj(f ; Jj)jJjj = s(f ;Q)

であるので s(f ;P ) 5 s(f ;Q)が示された．

次に，区間が広くなるとその区間での f(x)の上限 sup f(x)は減少することはなく，

そのままか増加するかのどちらかである．よって Ji;k ½ Iiであるから

Mi(f ; Ji;k) = sup
x2Ji;k

f(x) 5 sup
x2Ii

f(x) = Mi(f ; Ii)

また jIij =
riX

k=1

jJi;kjだから

Mi(f ; Ii)jIij = Mi(f ; Ii)
riX

k=1

jJi;kj =
riX

k=1

Mi(f ; Ii)jJi;kj =
riX

k=1

Mi(f ;Ji;k)jJi;kj

これを iについて加えると
nX

i=1

MijIij =
nX

i=1

riX

k=1

Mi(f ;Ji;k)jJi;kj

となる．ここで
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nX

i=1

MijIij = S(f ;P )

nX

i=1

riX

k=1

Mi(f ;Ji;k)jJi;kj =
mX

j=1

Mj(f ; Jj)jJj j = S(f ;Q)

となるので S(f ;P ) = S(f ;Q)が示された． (証明終わり)

【系 5.1】

補題 5.1と 5.2より

s(f ;P ) 5 s(f ;Q) 5 S(f ;Q) 5 S(f ;P ) (5.5)

が成り立つ．

【命題 5.1】

有限区間 I = [a; b]で有界な関数 f(x)に対して，P;Qを Iの任意の分割とする．更

に，P の分点とQの分点を全て合わせてできる分割をRとしたとき

s(f ;P ) 5 s(f ;R) 5 S(f ;R) 5 S(f ;Q) (5.6)

である．

(証明)

補題 5.1より

s(f ;R) 5 S(f ;R)

が成り立つ．更にRは P とQの細分であるから，補題 5.2より

s(f ;P ) 5 s(f ;R) 5 S(f ;R) 5 S(f ;Q)

となる． (証明終わり)

【系 5.2】

命題 5.1のより，Iの任意の二つの分割 P;Qに対して

s(f ;P ) 5 S(f ;Q) (5.7)

が成り立つことがわかる．

5.4 積分可能，定積分

【定義 5.4】積分可能，定積分

命題 5.1よりP が有界閉区間 [a; b]のどのような分割になっても，s(f ;P )のとる値

の集合は上に有界であり，S(f ;P )のとる値の集合は下に有界である．よって命題 2.1

より，s(f ;P )のとる値の集合には上限が存在し，S(f ;P )のとる値の集合には下限が

存在する．そこで

s(f) = sup
P
s(f ;P ); S(f) = inf

P
S(f ;P ) (5.8)
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とおく．ここで sup
P
s(f ;P )は P が [a; b]の分割全てを動くときに s(f ;P )の取り得る

値の集合の上限を表し，inf
P
S(f ;P ) は P が [a; b]の分割全てを動くときに S(f ;P )の

取り得る値の集合の下限を表す．このとき，命題 5.1より

s(f ;P ) 5 s(f) 5 S(f) 5 S(f ;P ) (5.9)

となる．s(f) = S(f)のとき，f(x)は [a; b]で積分可能または可積分であるといい，こ

の値を Z b

a

f(x)dx (5.10)

と書いて，aから bまでの f(x)の積分または定積分という．

5.5 Riemann(リーマン)和

【定義 5.5】
リ ー マ ン

Riemann和

有界閉区間 I = [a; b]の分割 P = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang(a = a0 < a1 < ¢ ¢ ¢ ; < an = b) に

対して ai¡1 5 xi 5 ai(1 5 i 5 n) となる有限点列X = fx1; x2; ¢ ¢ ¢ ; xngを P の代表

値系という．区間 [a; b]で有界な関数 f(x)に対して

R(f ;P;X) =
nX

i=1

f(xi)(ai ¡ ai¡1) =
nX

i=1

f(xi)jIij (5.11)

を P;Xに関する f(x)のRiemann和という (Fig.5.1参照)．

【補題 5.3】

有界閉区間 I = [a; b]で有界な関数 f(x)に対して

s(f ;P ) 5 R(f ;P ) 5 S(f ;P ) (5.12)

である．

(証明)

定義 5.2より

mi(f ;P ) = inf
x2Ii

f(x) 5 f(xi) 5 sup
xi2Ii

f(x) = Mi(f ;P )

) mi(f ;P )jIij 5 f(xi)jIij 5Mi(f ;P )jIij; jIij = ai ¡ ai¡1

これを iに関して加えると
nX

i=1

mi(f ;P )jIij 5
nX

i=1

f(xi)jIij 5
nX

i=1

Mi(f ;P )jIij

) s(f ;P ) 5 R(f ;P;X) 5 S(f ;P )

(証明終わり)
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【定義 5.6】Riemann和からの定積分

有界閉区間I = [a; b]で有界な関数f(x)に対して，P = fIigni=1 = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang(a =

a0 < a1 < ¢ ¢ ¢ < an¡1 < an = b)(Ii = [ai¡1; ai]) を I の分割とする．このとき，上限

和 S(f ;P ), 下限和 s(f ;P )及びRiemann和R(f ;P;X)と nの関係を強調するために，

以下ではそれぞれ，Sn(f ;P ), sn(f ;P )及びRn(f ;P;X)と表すことにする．

定義 5.4より，f(x)が区間 I = [a; b]で積分可能であれば

sn(f ;P ) 5 s(f) =

Z b

a

f(x)dx = S(f) 5 Sn(f ;P ) (5.13)

が成り立つ．これと命題 5.1より，sn(f ;P )は単調増加で上に有界であり，Sn(f ;P )は

単調減少で下に有界である．よって，定理3.2より，sn(f ;P )は上限に収束し，Sn(f ;P )

は下限に収束する．定義 5.4より

s(f) = sup
P
sn(f ;P ); S(f) = inf

P
Sn(f ;P ) (5.14)

で，sup
P
sn(f ;P )は P が区間 I = [a; b]の分割全てを動くときの sn(f ;P )の取り得る

値の集合の上限を表し，inf
P
Sn(f ;P ) は同様にP が動くときのSn(f ;P )の取り得る値

の集合の下限を表す．

よって f(x)が区間 I = [a; b]で積分可能ならば

lim
n!1

sn(f ;P ) = s(f) =

Z b

a

f(x)dx (5.15)

lim
n!1

Sn(f ;P ) = S(f) =

Z b

a

f(x)dx (5.16)

となる．また，補題 5.3より，任意の nに対して

sn(f ;P ) 5 Rn(f ;P;X) 5 Sn(f ;P ) (5.17)

となる．(5.15)，(5.16)及び (5.17)に対して，はさみうちの原理 (命題 3.2)より

lim
n!1

Rn(f ;P;X) =

Z b

a

f(x)dx (5.18)

となる．n ! 1のとき，分割 P の幅 d(P ) = max
15i5n

(ai ¡ ai¡1) ! 0となる．従って，

d(P ) ! 0としたときの極限が代表値系Xの取り方に関わらず，有限な値で存在する

とき，f(x)は [a; b]で積分可能（可積分）であると定義できる．

【定理 5.1】

有界閉区間上の連続関数 f(x)は積分可能である．

(証明)

f(x)が I = [a; b]で連続とすると，定理 4.3よりこの区間で一様連続である．よっ

て，任意の正の数 "に対して，x; x0に依存しないある正の数 ±が存在して，x; x0 2
I; jx¡x0j < ±のとき常に jf(x)¡ f(x0)j < "が成り立つ．そこで幅 d(P )が ±より小さ

いような I = [a; b]の分割 P = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang(a = a0 < a1 < ¢ ¢ ¢ < an¡1 < an = b)

を一つとる．
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各部分閉区間 [ai¡1; ai]で f(x)は連続だから，Weierstrassの最大値最小値定理 (定

理 4.2) より，[ai¡1; ai]に属する二点 xi; x
0
iで

f(xi) = mi(f ;P ) = inf
ai¡15x5ai

f(x) = min
ai¡15x5ai

f(x)

f(x0i) = Mi(f ;P ) = sup
ai¡15x5ai

f(x) = max
ai¡15x5ai

f(x)
(5.19)

となるものがある．

幅 d(P )が ±よりも小さいから jxi ¡ x0ij < ±となるので f(x0i) ¡ f(xi) < "である．

よって定義 5.1より

S(f ;P )¡ s(f ;P ) =
nX

i=1

Mi(f ;P )(ai ¡ ai¡1)¡
nX

i=1

mi(f ;P )(ai ¡ ai¡1)

=
nX

i=1

fMi(f ;P )¡mi(f ;P )g(ai ¡ ai¡1)

=
nX

i=1

ff(x0i)¡ f(xi)g(ai ¡ ai¡1)

<
nX

i=1

"(ai ¡ ai¡1) = "
nX

i=1

(ai ¡ ai¡1) = "(b¡ a) (5.20)

命題 5.1と定義 5.4より

s(f ;P ) 5 s(f) 5 S(f) 5 S(f ;P ) (5.21)

だから

0 5 S(f)¡ s(f) 5 S(f ;P )¡ s(f ;P ) (5.22)

となる．よって (5.20)と (5.22)より

0 5 S(f)¡ s(f) < "(b¡ a) (5.23)

となる．ここで"は任意の正の数だからS(f) = s(f)となる．よって,定義5.4より,f(x)

は I = [a; b]で積分可能である． (証明終わり)

5.6 積分の領域に関する加法性

【補題 5.4】積分の領域に関する加法性

(ⅰ)  f(x)が閉区間 [a; c]で積分可能ならば，f(x)は [a; b]; [b; c]上 (a < b < c)で積

分可能で Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx  (5.24)

が成り立つ．

(ⅱ)  f(x)が [a; b]; [b; c](a < b < c)で積分可能ならば，f(x)は [a; c]で積分可能で

(5.24)が成り立つ．

(証明)
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(ⅰ)の証明 仮定より，任意の正の数 "に対して [a; c]の分割で

0 5 S(f; P )¡ s(f ;P ) < " (5.25)

を満たすものが存在する．P に bを分点として付け加えた分割を P 0とおくと，P 0は

P の細分となる．よって，補題 5.1と補題 5.2より

s(f ;P ) 5 s(f ;P 0) 5 S(f ;P 0) 5 S(f ;P ) (5.26)

となるから (5.25)と (5.26)より

0 5 S(f ;P 0)¡ s(f ;P 0) < " (5.27)

が成り立つ．P 0の [a; b]間の分点を定める [a; b]の分割をP1，P
0の [b; c]間の分点を定

める [b; c]の分割 P2とおくと

S(f ;P 0) = S(f j[a; b];P1) + S(f j[b; c];P2) (5.28)

s(f ;P 0) = s(f j[a; b];P1) + s(f j[b; c];P2) (5.29)

である．以下においては S(f j[a; b];P1) = S(f ;P1); S(f j[b; c];P2) = S(f ;P2);

s(f j[a; b];P1) = s(f ;P1); s(f j[b; c];P2) = s(f ;P2) と書くことにする．(5.27), (5.28),

及び (5.29)より

0 5 S(f ;P 0)¡ s(f ;P 0) = fS(f ;P1)¡ s(f ;P1)g+ fS(f ;P2)¡ s(f ;P2)g < " (5.30)

(5.30)の fg内は共に負でないので
0 5 S(f ;P1)¡ s(f ;P1) < "; 0 5 S(f ;P2)¡ s(f ;P2) < " (5.31)

となる．"は任意の正の数であるので，f(x)が [a; b]; [b; c]上で積分可能であることが

示された．

(5.27)より
0 5 S(f ;P 0)¡ s(f ;P 0) < "

) S(f ;P 0)¡" < s(f ;P 0) (5.27')

また，定義 5.6より

s(f ;P 0) 5
Z c

a

f(x)dx 5 S(f ;P 0) (5.32)

だから，(5.27')と (5.32)より

S(f ;P 0)¡ " < s(f ;P 0) 5
Z c

a

f(x)dx 5 S(f ;P 0) (5.33)

となるので，次が成り立つ

S(f ;P 0)¡ " <

Z c

a

f(x)dx 5 S(f ;P 0) (5.34)

次に，定義 5.6より

s(f ;P1) 5
Z b

a

f(x)dx 5 S(f ;P1) (5.35)
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s(f ;P2) 5
Z c

b

f(x)dx 5 S(f ;P2) (5.36)

となるので，これらを加えると (5.28)と (5.29)より

s(f ;P 0) 5
Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx 5 S(f ;P 0) (5.37)

(5.27')より
S(f ;P 0)¡ " < s(f ;P 0)

だから，これと (5.37)より

S(f ;P 0)¡ " <
Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx 5 S(f ;P 0) (5.38)

となる．これより

¡S(f ;P 0) 5 ¡
Z b

a

f(x)dx¡
Z c

b

f(x)dx < ¡S(f ;P 0) + " (5.39)

となる．(5.34)と (5.39)の各辺を足し合わせて

¡" <
Z c

a

f(x)dx¡
Z b

a

f(x)dx¡
Z c

b

f(x)dx < " (5.40)

となる．よって ¯̄
¯̄
Z c

a

f(x)dx¡
Z b

a

f(x)dx¡
Z c

b

f(x)dx

¯̄
¯̄ < " (5.41)

となり (5.24)が示された．

(ⅱ)の証明

f(x)が [a; b]; [b; c]上で積分可能であるから，任意の正の数 "に対して，[a; b]の分割P1

と [b; c]の分割 P2で

S(f ;P1)¡ s(f ;P1) < "

S(f ;P2)¡ s(f ;P2) < "

を満たすものが存在する．P1と P2をつなげてできる [a; c]の分割を P 0とすると

S(f ;P 0) = S(f ;P1) + S(f ;P2)

s(f ;P 0) = s(f ;P1) + s(f ;P2)

だから

0 5 S(f ;P 0)¡ s(f ;P 0) = S(f ;P1)¡ s(f ;P1) + S(f ;P2)¡ s(f ;P2) < 2"

となり f(x)は [a; c]で積分可能であるから (ⅰ)より (5.24)が成り立つことが示された。

(証明終わり)

【命題 5.2】積分の領域に関する加法性 2
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x1 > x2のとき

Z x2

x1

f(x)dx := ¡
Z x1

x2

f(x)dx と定めると，Z a

c

f(x)dx =

Z a

b

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx (5.42)

はa; b; cの大小関係に関わらず成り立つ．但し，m = minfa; b; cg;M = max = fa; b; cg
としたとき，f(x)は [m;M ]で積分可能であるとする．

(証明)

a < b < cの場合は補題 5.4で示したので，それ以外の場合でも成り立つことを示す．

(ⅰ)a < c < bの場合，補題 5.4よりZ a

b

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx

移項して，両辺に (-1)をかけると
Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

½
¡
Z b

c

f(x)dx

¾

b > cだから，上の定め方より
Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx

(ⅱ)b < a < cの場合，補題 5.4より
Z c

b

f(x)dx =

Z a

b

f(x)dx+

Z c

a

f(x)dx

移項して，両辺に (-1)をかけると
Z c

a

f(x)dx =

½
¡
Z a

b

f(x)dx

¾
+

Z c

b

f(x)dx

a > bだから，上の定め方より
Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx

(ⅲ)b < c < aの場合，補題 5.4より
Z a

b

f(x)dx =

Z c

b

f(x)dx+

Z a

c

f(x)dx

移項して，
½
¡
Z a

c

f(x)dx

¾
=

½
¡
Z a

b

f(x)dx

¾
+

Z c

b

f(x)dx

a > c; a > bだから，上の定め方より
Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx

(ⅳ)c < a < bの場合，補題 5.4より
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Z b

c

f(x)dx =

Z a

c

f(x)dx+

Z b

a

f(x)dx

移項して，
½
¡
Z a

c

f(x)dx

¾
=

Z b

a

f(x)dx+

½
¡
Z b

c

f(x)dx

¾

a > c; b > cだから，上の定め方より
Z c

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx

(ⅴ)c < b < aの場合，補題 5.4より
Z a

c

f(x)dx =

Z b

c

f(x)dx+

Z a

b

f(x)dx

両辺に (-1)をかけて
½
¡
Z a

c

f(x)dx

¾
=

½
¡
Z b

c

f(x)dx

¾
+

½
¡
Z a

b

f(x)dx

¾

a > c; b > c; a > bだから，上の定め方より
Z c

a

f(x)dx =

Z c

b

f(x)dx+

Z b

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z c

b

f(x)dx

(証明終わり)

【命題 5.3】

a < bとするとき，任意の x 2 [a; b]に対して，常に f(x) 5 g(x)ならば

Z b

a

f(x)dx 5
Z b

a

g(x)dx (5.43)

である．

(証明)

[a; b]の分割を P = fIigni=1 = fa0; a1; ¢ ¢ ¢ ; ang(a = a0 < a1 < ¢ ¢ ¢ < an¡1 < an = b) と

し，ai¡1 5 xi 5 ai(1 5 i 5 n)なるX = fx1; x2; ¢ ¢ ¢ ; xngを P の代表値系とすると，

f(x)と g(x)に対するRiemann和は定義 5.5より，それぞれ，次のようになる．

Rn(f ;P;X) =
nX

i=1

f(xi)(ai ¡ ai¡1) =
nX

i=1

f(xi)jIij

Rn(g;P;X) =
nX

i=1

g(xi)(ai ¡ ai¡1) =
nX

i=1

g(xi)jIij

仮定より f(xi) 5 g(xi)(1 5 i 5 n)だからRn(f ;P;X) 5 Rn(g;P;X) となる．よって

命題 3.1と定義 5.6より
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lim
n!1

Rn(f ;P;X) =

Z b

a

f(x)dx 5
Z b

a

g(x)dx = lim
n!1

Rn(g;P;X)

(証明終わり)

【定理 5.2】

区間 I = [a; b]で区分的に連続な関数 f(x)は [a; b]上で積分可能である．

(証明)

f(x)は I = [a; b]で区分的に連続であるから，区分的に連続であることの定義 (定

義 4.10)より，I = [a; b]で有界である．従って，x 2 I のとき常に jf(x)j 5 M なる

M = 0が存在し，x; x0 2 Iのとき常に
jf(x0)¡ f(x)j 5 2M (5.44)

が成り立つ．

不連続点が一つある場合を考えれば，二つ以上の場合も同様な証明を追加していけ

ばよいので，不連続点が一つの場合を考える．そこで，f(x)は a < c < bなる一つの

不連続点 cを除いて連続であるとする．

任意の正の数 "に対して，±1 = min
©
c¡ a; b¡ c; "

2M

ª
と定める．I = [a; b]の分

割を P とする．次に I 0 =
£
a; c¡ ±1

2

¤
, I 00 =

£
c¡ ±1

2
; c+ ±1

2

¤
, I 000 =

£
c+ ±1

2
; b
¤
とおき，

それぞれの分割を P 0; P 00; P 000とする．定理 4.3より，区間 I 0 =
£
a; c¡ ±1

2

¤
上と区間

I 000 =
£
c+ ±1

2
; b
¤
上で f(x)は一様連続であるから，任意の正の数 "に対して，x; x0

に依存せずある正の数 ±(5 ±1)が定まり，I
0か I 000 のどちらかに属する二点 x; x0 が

jx0 ¡ xj < ±を満たせば常に jf(x0)¡ f(x)j < "となる．まず，区間 I 0 =
£
a; c¡ ±1

2

¤
に

ついて考える．I 0の分割 P 0の幅 d(P 0) = max
15i5n

(®i ¡ ®i¡1) は ±より小さいものとす

る．分割 P 0 = f®0; ®1; ¢ ¢ ¢ ; ®ng(a = ®0 < ®1 < ¢ ¢ ¢ < ®n¡1 < ®n = c¡ ±1
2
) の各部分

閉区間 [®i¡1; ®i]で f(x)は連続だからWeierstrassの最大値最小値存在定理 (定理 4.2)

より，部分閉区間 [®i¡1; ®i]に属する二点 xi; x
0
iで

f(xi) = mi(f ;P 0) = inf
®i¡15x5®i

f(x); f(x0i) = Mi(f ;P 0) = sup
®i¡15x5®i

f(x) (5.45)

となるものがある．幅 d(P 0) = max
15i5n

(®i¡®i¡1) < ± だから，jx0i¡ xij < ±となるので

f(x0i)¡ f(xi) < "である．よって定義 5.1より

S

µ
f
¯̄
¯
·
a; c¡ ±1

2

¸
;P 0
¶
¡ s

µ
f
¯̄
¯
·
a; c¡ ±1

2

¸
;P 0
¶

=
nX

i=1

Mi(f ;P 0)(®i ¡ ®i¡1)¡
nX

i=1

mi(f ;P 0)(®i ¡ ®i¡1)

=
nX

i=1

fMi(f ;P 0)¡mi(f ;P 0)g(®i ¡ ®i¡1)

=
nX

i=1

ff(x0i)¡ f(xi)g(®i ¡ ®i¡1)
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<
nX

i=1

"(®i ¡ ®i¡1) = "

µ
c¡ a¡ ±1

2

¶
< "(c¡ a) (5.46)

となる．区間 I 000 =
£
c+ ±1

2
; b
¤
に対しても同様にして

S

µ
f
¯̄
¯
·
c +

±1
2
; b

¸
;P 0
¶
¡ s

µ
f
¯̄
¯
·
c+

±1
2
; b

¸
;P 0
¶
< "

µ
b¡ c¡ ±1

2

¶
< "(b¡ c)(5.47)

が得られる．

次に I 00 =
£
c¡ ±1

2
; c+ ±1

2

¤
の分割 P 00 = fd0; d1; ¢ ¢ ¢ ; dng (c ¡ ±1

2
= d0 < d1 < ¢ ¢ ¢ <

dn¡1 < dn = c + ±1
2
) で幅 d(P 00) = max

15i5n
(di ¡ di¡1) = ±0 5 ±1 となるものを考える．

区分的に連続であることの定義 (定義 4.10)より，不連続点 c に対して右極限 f(c+ 0)

と左極限 f(c ¡ 0)が存在するから f(x)は区間 I 00 =
£
c¡ ±1

2
; c+ ±1

2

¤
でも有界である．

よって命題 2.1よりこの区間で f(x)のとる値の集合には上限と下限が存在する．即

ち，部分閉区間 [di¡1; di](1 5 i 5 n)に属する二点 xi; x
0
iで

f(xi) = mi

µ
f
¯̄
¯
·
c¡ ±1

2
; c+

±1
2

¸
;P 00

¶
= inf

di¡15x5di
f(x) (5.48)

f(x0i) = Mi

µ
f
¯̄
¯
·
c¡ ±1

2
; c+

±1
2

¸
;P 00

¶
= sup

di¡15x5di
f(x) (5.49)

となるものが存在する．(5.44)より f(x0i)¡ f(xi) 5 2M だから

S

µ
f
¯̄
¯
·
c¡ ±1

2
; c+

±1
2

¸
;P 00

¶
¡ s

µ
f
¯̄
¯
·
c¡ ±1

2
; c+

±1
2

¸
;P 00

¶

=
nX

i=1

Mi(f ;P 00)(di ¡ di¡1)¡
nX

i=1

mi(f ;P 00)(di ¡ di¡1)

=
nX

i=1

fMi(f ;P 00)¡mi(f ;P 00)g(di ¡ di¡1)

=
nX

i=1

ff(x0i)¡ f(xi)g(di ¡ di¡1)

5
nX

i=1

2M(di ¡ di¡1) = 2M
nX

i=1

(di ¡ di¡1)

= 2M±1 5 2M ¢ "

2M
= " (5.50)

(5.46),(5.47)及び (5.50)より

0 5 S(f ;P )¡ s(f ;P ) < "(c¡ a) + "+ "(b¡ c) = (1 + b¡ a)" (5.51)

となる．ここで "は任意の正の数だから S(f) = s(f)となるので積分可能であること

が示された． (証明終わり)
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5.7 不定積分

【定義 5.7】不定積分

f(x)は区間 Iで（閉でも開でもよい）で連続であるとする．区間内の一点 c 2 Iを
積分の下端として固定し，上端 xを変数として

F (x) =

Z x

c

f(t)dt; x 2 I (5.52)

とおけば，F (x)は Iで定義された関数になる．F (x)を f(x)の不定積分という．

5.8 広義積分

【定義 5.8】広義積分

関数 f(x)が開区間 (a; b)で連続であり，積分区間の端点 x = aまたは x = bで有界

でない，あるいは双方で有界でない場合には，それぞれ広義積分を

lim
"!+0

Z b

a+"

f(x)dx; lim
"!+0

Z b¡"

a

f(x)dx; lim
";"0!+0

Z b¡"0

a+"

f(x)dx (5.53)

で定義する．これらが存在するとき，通常の積分と同様
R b
a
f(x)dxで表し，広義積分R b

a
f(x)dxは収束するという．また f(x)が非有界となる点を特異点という．

同様に，区間 (¡1; b]; [a;1); (¡1;1)で連続な f(x)に対して，それぞれ

Z b

¡1
f(x)dx = lim

a!¡1

Z b

a

f(x)dx (5.54)

Z 1

a

f(x)dx = lim
b!1

Z b

a

f(x)dx (5.55)

Z 1

¡1
f(x)dx = lim

a!¡1;b!1

Z b

a

f(x)dx (5.56)

と定義し，その極限が存在するとき，広義積分（無限積分）は収束するという．

また，f(x)が (a; b)上の特異点 cを除いて [a; b]で

Z b

a

f(x)dx = lim
"!+0

Z c¡"

a

f(x)dx+ lim
"0!+0

Z b

c+"0
f(x)dx (5.57)

と定義し，右辺の二つの広義積分がともに存在するとき，広義積分
R b
a
f(x)dxは収束

するという．

【定理 5.3】

x = aで定義された区分的に連続な関数 f(x)について，無限区間の定積分（無限

積分）を次式で定義する．
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Z 1

a

f(x)dx = lim
¯!1

Z ¯

a

f(x)dx (5.58)

これが収束するための必要十分条件は，任意の正の数 "に対して，ある正の数Rが

存在し，R < x1 < x2なる任意の x1; x2に対して

¯̄
¯̄
Z x2

x1

f(x)dx

¯̄
¯̄ < " (5.59)

が成り立つことである．

(証明)

区分的に連続であることの定義（定義 4.10）より，不連続点の数は有限個である．

よって，全ての不連続点が有界閉区間 [a; b]に属するような bが存在する．ただし，b

は不連続点ではないものとする．この bを用いて

Z 1

a

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+

Z 1

b

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx+ lim
¯!1

Z ¯

b

f(x)dx (5.60)

となる．定理 5.2より，右辺第一項は積分可能であるから，第二項について考えれば

よい．

F (x) =

Z x

b

f(t)dt (x = b) (5.61)

とおく．任意の正の数 "に対して，R = jbj + 1
"
と定めると，R < x1 < x2 のとき

b < x1 < x2となる．よって，仮定と命題 5.2より

¯̄
¯̄
Z x2

x1

f(x)dx

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
Z b

x1

f(x)dx+

Z x2

b

f(x)dx

¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄¡
Z x1

b

f(x)dx+

Z x2

b

f(x)dx

¯̄
¯̄

= jF (x2)¡ F (x1)j < " (5.62)

であるが，これはCauchyの収束条件（定理 4.1）より

lim
x!1

F (x) = lim
¯!1

Z ¯

b

f(x)dx =

Z 1

b

f(x)dx (5.63)

が収束するための必要十分条件であるから示された． (証明終わり)

5.9 絶対収束と絶対積分可能

【定理 5.4】絶対収束と絶対積分可能に関する定理

x = aで定義された区分的に連続な関数 f(x)について，

Z 1

a

jf(x)jdxが収束すれ

ば，

Z 1

a

f(x)dxも収束する．このとき f(x)は絶対積分可能または絶対可積分である

といい，

Z 1

a

f(x)dxは絶対収束するという．
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(証明)

区分的に連続であることの定義（定義 4.10）より，不連続点の数は有限個である．

よって，全ての不連続点が有界閉区間 [a; b]に属するような bが存在する．ただし，b

は不連続点ではないものとする．この bを用いて

Z 1

a

jf(x)jdx =

Z b

a

jf(x)jdx+

Z 1

b

jf(x)jdx (5.64)

となる．仮定より，左辺の

Z 1

a

jf(x)jdxは収束し，右辺第一項も定理 5.2より積分可

能である．よって右辺第二項も収束する．従って，

F (x) =

Z x

b

jf(x)jdx (5.65)

とおくと， lim
x!1

F (x)は収束するから，Cauchyの収束条件より，任意の正の数 "に対

して，ある正の数R(> b)が存在し，x2 > x1 > Rのとき（x2 > x1としても一般性は

失われない）．

jF (x2)¡ F (x1)j < " (5.66)

が成り立つ．これと命題 5.2より

jF (x2)¡ F (x1)j =

¯̄
¯̄¡
Z x1

b

jf(x)jdx+

Z x2

b

jf(x)jdx
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
Z b

x1

jf(x)jdx+

Z x2

b

jf(x)jdx
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
Z x2

x1

jf(x)jdx
¯̄
¯̄ < " (5.67)

ところが

¯̄
¯̄
Z x2

x1

f(x)dx

¯̄
¯̄ 5

¯̄
¯̄
Z x2

x1

jf(x)jdx
¯̄
¯̄ < " (5.68)

であるから，定理5.3より示された． (証明終わり)

【命題 5.4】

x = aで定義された区分的に連続な関数 f(x); g(x)が，x = aなる全ての xに対し

て 0 5 f(x) 5 g(x)であるとき，

Z 1

a

g(x)dxが収束すれば，

Z 1

a

f(x)dxも収束する.

(証明)

数列 fbng1n=1を単調増加で， lim
n!1

bn = 1となり，全ての自然数nに対して，bn = a

となる任意の数列とする．このとき

Bn =

Z bn

a

f(x)dx (5.69)
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とおくと，fbngは単調増加で，f(x) = 0(x = a)だから

Bn =

Z bn

a

f(x)dx 5
Z bn+1

a

f(x)dx = Bn+1 (5.70)

となるから fBng1n=1は単調増加である．また，x = aで 0 5 f(x) 5 g(x)だから，命

題 5.3より

Bn =

Z bn

a

f(x)dx 5
Z bn

a

g(x)dx 5 lim
n!1

Z bn

a

g(x)dx =

Z 1

a

g(x)dx (5.71)

となる．仮定より

Z 1

a

g(x)dxが収束するから，fBngは上に有界となる．以上より，
fBngは単調増加でかつ上に有界となる．よって，定理 3.2より

lim
n!1

Bn = lim
n!1

Z bn

a

f(x)dx =

Z 1

a

f(x)dx (5.72)

は収束する． (証明終わり)

5.10 微分

【定義 5.8】微分

関数 f(x)は開区間 I = (c; d)で定義されているとし，a 2 Iとする．極限

lim
h!0

=
f(a+ h)¡ f(a)

h
(5.73)

が存在するとき，f(x)は aで微分可能であるといい，(5.73)の極限値を f 0(a)と書い

て，f(x)の aにおける微分係数または微分商という．f(x)が Iの全ての点で微分可能

であるとき，f(x)は Iで微分可能であるという．そのとき，xにおける微分係数 f 0(x)

は Iで定義された xの関数になる．f 0(x)を f(x)の導関数という．

f(x)の導関数 f 0(x)を表すのに
d

dx
f(x)という記号も用いる．あるいは，y = f(x)

として
dy

dx
と書くこともある．

5.11 原始関数

【定義 5.9】原始関数

関数 f(x)は区間 Iで定義されているとする．Iで微分可能な関数 F (x)で，任意の

x 2 Iにおいて F 0(x) = f(x)を満たすものが存在するとき，F (x)を I における f(x)

の原始関数という．

【命題 5.5】

関数 f(x); g(x)が区間 I上で微分可能であれば，I上で
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ff(x)g(x)g0 = f 0(x)g(x) + f(x)g(x)0 (5.74)

が成り立つ．

(証明)

ff(x)g(x)g0 = lim
h!0

f(x+ h)g(x+ h)¡ f(x)g(x)

h

= lim
h!0

f(x+ h)g(x+ h)¡ f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)¡ f(x)g(x)

h

= lim
h!0

ff(x+ h)¡ f(x)gg(x+ h)

h
+
f(x)fg(x+ h)¡ g(x)g

h
= f 0(x)g(x) + f(x)g0(x) (5.75)

(証明終わり)

【定理 5.5】

関数 f(x)は区間 Iで連続とであるとする．区間内の一点 a 2 Iを積分の下端とし，
上端 xを変数として

F (x) =

Z x

a

f(x)dx; x 2 I (5.76)

とおくと，F (x)は Iで微分可能であって

F 0(x) =
d

dx

Z x

a

f(x)dx = f(x); x 2 I (5.77)

となる．即ち，F (x)は f(x)の原始関数となる．

(証明)

命題 5.2より

F (x+ h)¡ F (x) =

Z x+h

a

f(t)dt¡
Z x

a

f(t)dt

=

Z a

x

f(t)dt+

Z x+h

a

f(t)dt

=

Z x+h

x

f(t)dt (5.78)

となる．t = xにおいて f(t)は連続だから，任意の正の数 "に対して，ある正の数 ±

が定まり，

jt¡ xj < ± ) f(x)¡ " < f(t) < f(x) + " (5.79)

が成り立つ．よって，± = "と定め 0 < jhj < ±とすると，命題 5.3より，h > 0のと

きは
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ff(x)¡ "g
Z x+h

x

dt <

Z x+h

x

f(t)dt = F (x+ h)¡ F (x) < ff(x) + "g
Z x+h

x

dt

) ff(x)¡ "gh < F (x+ h)¡ F (x) < ff(x) + "gh

) f(x)¡ " < F (x+ h)¡ F (x)

h
< f(x) + " (* h > 0)

)
¯̄
¯̄F (x+ h)¡ F (x)

h
¡ f(x)

¯̄
¯̄ < " (5.80)

となる．h < 0のときは

ff(x)¡ "g
Z x

x+h

dt <

Z x

x+h

f(t)dt = F (x)¡ F (x+ h) < ff(x) + "g
Z x

x+h

dt

) ff(x)¡ "g(¡h) < F (x)¡ F (x+ h) < ff(x) + "g(¡h)

) f(x)¡ " < F (x)¡ F (x+ h)

¡h < f(x) + " (* h < 0)

) f(x)¡ " <
F (x+ h)¡ F (x)

h
< f(x) + "

)
¯̄
¯̄F (x+ h)¡ F (x)

h
¡ f(x)

¯̄
¯̄ < " (5.81)

となる．よって，(5.80)と (5.81)より hの正負に関わらず，任意の正の数 "に対して

)
¯̄
¯̄F (x+ h)¡ F (x)

h
¡ f(x)

¯̄
¯̄ < " (5.82)

が成り立つ．0 < jhj < ± = "としたから，"! 0としたとき

) F (x+ h)¡ F (x)

h
! f(x) (h! 0) (5.83)

となる．これは F (x)が微分可能で，F 0(x) = f(x)であることを示している．

(証明終わり)

5.12 部分積分法

【命題 5.6】部分積分法

関数 f(x); g(x)が閉区間 [a; b]で微分可能で，f 0(x); g0(x)が [a; b]で連続であるとき，
Z b

a

f(x)g0(x)dx =
h
f(x)g(x)

ib
a
¡
Z b

a

f 0(x)g(x)dx (5.84)

が成り立つ．

(証明)

積の微分公式（命題 5.5）より

ff(x)g(x)g0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)

) f(x)g0(x) = ff(x)g(x)g0 ¡ f 0(x)g(x) (5.85)

である．仮定より，f 0(x)g(x); f(x)g0(x)は [a; b]で連続となるから，ff(x)g(x)g0も [a; b]

で連続である．定理 5.1より，有界閉区間上で連続な関数はこの区間上で積分可能であ

るから，(5.85)の両辺を [a; b]上で積分することにより示される． (証明終わり)
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6 Laplace(ラプラス)変換

【定義 6.1】Laplace変換

実変数 tに対して，実数値関数 f(t)は t = 0で定義されていて，この区間の任意の

有限な区間で積分可能とする．このとき，sを複素数とし，広義積分（無限積分）
Z 1

0

e¡stf(t)dt = lim
¯!1

Z ¯

0

e¡stf(t)dt (6.1)

が収束するとき，

F (s) =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (6.2)

とおく．このとき sの関数 F (s)を f(t)の Laplace変換または Laplace積分といい，

Lff(t)gと表す．
f(t)が t > 0で定義されていて，t = 0で定義されていない場合もあるが，そのよ

うな場合は f(0)の値を適当に定めて，t = 0定義しているものとしたほうが便利であ

る．本稿の定理 5.3において，t = aで定義された区分的に連続な関数について，無

限区間の定積分を定義し，その集束条件を示したのはこのためである．

【定理 6.1】

関数 f(t)が t = 0で区分的に連続ならば

F (s) = Lff(t)g =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (6.3)

はRe s > 0なる6複素数 sについて存在する．

(証明)

仮定より，f(x)は t = 0で区分的に連続であるから有界である．よって，あるM(= 0)

が存在して

jf(t)j 5M (t = 0) (6.4)

が成り立つ．s = ¸+ i¹(¸; ¹は実数)とすると，このとき仮定よりRe s = ¸ > 0であ

る．x2 > x1 > xなる x2; x1; xを任意にとると
¯̄
¯̄
Z x2

x1

e¡stf(t)dt

¯̄
¯̄ 5

¯̄
¯̄
Z x2

x1

je¡stf(t)jdt
¯̄
¯̄ =

Z x2

x1

je¡stf(t)jdt (6.5)

であり，je¡i¹tj = j cos¹t¡ i sin¹tj = 1だから
Z x2

x1

je¡stf(t)jdt =

Z x2

x1

je¡i¹te¡¸tf(t)jdt

=

Z x2

x1

je¡i¹tjje¡¸tf(t)jdt

=

Z x2

x1

je¡¸tf(t)jdt

=

Z x2

x1

e¡¸tjf(t)jdt (6.6)

6Re sは複素数 sの実部を表す．例えば，Re (3 + 2i) = 3．
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となる．(6.4)と (6.6)より

Z x2

x1

je¡stf(t)jdt =

Z x2

x1

e¡¸tjf(t)jdt 5
Z x2

x1

e¡¸tMdt = M

Z x2

x1

e¡¸tdt (6.7)

となる．また，x < x1 < x2としたから

M

Z x2

x1

e¡¸tdt < M

Z 1

x

e¡¸tdt = M lim
¯!1

Z ¯

x

e¡¸tdt

= M lim
¯!1

·
¡1

¸
e¡¸t

¸¯

x

=
M

¸
e¡¸x (6.8)

となる．よって，(6.5), (6.7)及び (6.8)より

¯̄
¯̄
Z x2

x1

e¡stf(t)dt

¯̄
¯̄ < M

¸
e¡¸x (6.9)

となる．例 4.2より lim
x!1

e¡¸x = 0だから，任意の正の数 "に対して，ある正の数Rが

定まり，R < x < x1 < x2なる任意の x; x1; x2に対して

¯̄
¯̄
Z x2

x1

e¡stf(t)dt

¯̄
¯̄ < M

¸
e¡¸x 5

¯̄
¯̄M
¸
e¡¸x

¯̄
¯̄ < " (6.10)

が成り立つから，定理5.3より与えられた条件に対して

Z 1

0

e¡stf(t)dtが収束すること

が示された． (証明終わり)

【定理 6.2】

関数f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．f(t)のLaplace変換F (s) = Lff(t)g
が s = s0で収束すれば，Re s > Re s0なる任意の sに対して F (s)が存在する．

(証明)

区分的に連続であることの定義 (定義 4.10)より，不連続点の数は有限個である．

よって，全ての不連続点が有界閉区間 [0; b]に属するような b(= 0)が存在する．ただ

し，bで不連続でないものとする．この bを用いて

Z 1

0

e¡stf(t)dt =

Z b

0

e¡stf(t)dt+

Z 1

b

e¡stf(t)dt

=

Z b

0

e¡stf(t)dt+ lim
¯!1

Z ¯

b

e¡stf(t)dt (6.11)

となる．右辺第一項は定理 5.2より積分可能であるから，右辺第二項が収束すること

を示せばよい．

Á(t) =

Z t

b

e¡s0tf(x)dx (6.12)
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とおくと，Á(b) = 0で，与えられた条件より7

lim
t!1

Á(t) = lim
t!1

Z t

b

e¡s0tf(x)dx

= lim
t!1

½Z t

0

e¡s0xf(x)dx¡
Z b

0

e¡s0xf(x)dx

¾

= lim
t!1

Z t

0

e¡s0xf(x)dx¡
Z b

0

e¡s0xf(x)dx (6.13)

は収束する．よって命題 4.3より Á(t)は t = 0で有界である．また，bの定め方より，

Á(t)と Á0(t) = e¡s0tf(t)は t = bで連続である．よって，次の部分積分が可能となる．

Z t

b

e¡stf(x)dx =

Z t

b

e¡(s¡s0)xe¡s0xf(x)dx

=

Z t

b

e¡(s¡s0)xÁ0(x)dx

=
£
e¡(s¡s0)xÁ(x)

¤t
b
+ (s¡ s0)

Z t

b

e¡(s¡s0)xÁ(x)dx

= e¡(s¡s0)tÁ(t) + (s¡ s0)

Z t

b

e¡(s¡s0)xÁ(x)dx (* Á(b) = 0)

(6.14)

ここでRe (s¡ s0) > 0かつ t = 0で Á(t)は有界だから8

lim
t!1

e¡(s¡s0)tÁ(t) = 0 (6.15)

となる．更に，

lim
t!1

Z t

b

e¡(s¡s0)xÁ(x)dx = lim
t!1

Z t

0

e¡(s¡s0)xÁ(x)dx¡
Z b

0

e¡(s¡s0)xÁ(x)dx (6.16)

はRe (s¡ s0) > 0だから定理 6.1より右辺第一項は収束する．また，第二項は積分可

能である．よって，(6.14), (6.15)及び (6.16)より lim
t!1

Z t

b

e¡sxf(x)dxが収束し，次式

右辺第二項も積分可能であるから

lim
t!1

Z t

0

e¡sxf(x)dx = lim
t!1

Z t

b

e¡sxf(x)dx¡
Z b

0

e¡sxf(x)dx (6.17)

も収束するので，Re s > Re s0なる任意の sに対して F (s)が存在することが示され

た． (証明終わり)

【定理 6.3】

7s = s0で収束すること
8t = 0で Á(t)は有界だから，あるM = 0が存在して，jÁ(t)j 5M となる．よって

0 5 lim
t!1

je(s¡s0)tÁ(t)j = lim
t!1

e(s¡s0)tjÁ(t)j 5M lim
t!1

e(s¡s0)t = 0 (* s¡ s0 > 0)

74

上野公彦



関数 f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．このとき，f(t)に対し

jf(t)j 5Me®t (t = 0) (6.18)

が成り立つような正の数 ®とM が存在するならば，f(t)の Laplace変換

F (s) = Lff(t)g =

Z 1

0

e¡stf(t)dt (6.19)

はRe s > ®において収束する．

(証明)

s = ¸+ i¹(¸; ¹は実数)とすると，このとき仮定よりRe s = ¸ > ®である．

g(x) =

Z x

0

je¡stf(t)jdt (6.20)

とすると

lim
x!1

g(x) = lim
x!1

Z x

0

je¡stf(t)jdt =

Z 1

0

je¡stf(t)jdt =

Z 1

0

je¡¸te¡i¹tf(t)jdt

=

Z 1

0

e¡¸tje¡i¹tjjf(t)jdt =

Z 1

0

e¡¸tjf(t)jdt (* je¡i¹tj = 1)

5
Z 1

0

e¡¸tMe®tdt = M

Z 1

0

e(¸¡®)tdt =
M

¸¡ ®
(6.21)

となる．よって，(6.20)と (6.21)より g(x)は単調増加で上に有界であるから x!1
のとき収束する．故に，定理 5.4より

Z 1

0

e¡stf(t)dtも収束するので示された．

(証明終わり)

【注】 定理 6.3の条件を満たす関数を指数 ®位の関数という

【定理 6.4】

関数f(t)は t = 0で区分的に連続であるとする．f(t)のLaplace変換F (s) = Lff(t)g
s = s0において絶対収束 (5.9節参照)するならば F (s)はRe s > Re s0 なる sに対し

て絶対収束する．

(証明)

s0 = ¸0 + i¹0; s = ¸+ i¹とおく．更に gs0(t)と gs(t)を次のように定める．

gs0(t) = jes0tf(t)j = je¡i¹0tje¡¸0tjf(t)j = e¡¸0tjf(t)j

gs(t) = jestf(t)j = je¡i¹tje¡¸tjf(t)j = e¡¸tjf(t)j

仮定より ¹ = ¹0 だから 0 5 gs(t) 5 gs0(t) である．更に仮定より

Z 1

0

gs0(t)dt =
Z 1

0

je¡s0tf(t)jdtが収束するから，命題 5.4より，

Z 1

0

gs(t)dt =

Z 1

0

je¡stf(t)jdt も収
束するので示された． (証明終わり)
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1997年 博士（水産学：北海道大学）

2003年 東京海洋大学海洋科学部海洋環境学科助教授

2007年 東京海洋大学海洋科学部海洋環境学科准教授

現在に至る

研究対象： 浮体の動揺運動方程式のパラメータ同定，

複雑系の観点からみた不規則波中における漁船の動揺解析,  

船体動揺への自由水の影響に関する研究

所属学会： 数理水産科学会，日本応用数理学会, システム制御情報学会，

電子情報通信学会，日本自然災害学会，数学教育学会，日本航海学会
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